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Stelsels van partisle differentiaalvergelijking;en
(Pfaffs probleem enz. )

Cursus 1951-1952. Amsterdam.

¥Zle voor notaties en methoden:
‘ Tensorcalculus for physicists, Oxford, Clarendon Press 1951;

Regular systems of equations and supernumerary coordinates,
Scriptum 6, Mathematisch Centrum;

Einftthrung in die neueren Methoden des Differentialgeometrie I,
Noordhoff, Groningen.
De stof is uitvoerig behandeld in J.A.Schouten en W.v.d.Kulk, Pfaff's
problem and its generaligations, Oxford, Clarendon Press, 1949,

“ o, Veralgemeningen Pfaffs probleem

Eenvoudig Pfaffs probleem {1814). Gegeven covariant vectorveld %5  in
X analytisch in }f{f ) 0f ook differentiaalvorm ’U}}\dé , dit is
"alleen een verschil in notatie. De vergelljking

f A

1.1) W d ; =Q 1)

- stelt voor een 5 -1 ~-veld in %(E ) Gevraagd de an, 's wier tange-
rende E overal in de lokale 3 h-i ligt en dit voor de hoogste waarde
van m genaamd V= an, _Mét name vragen wij naar de systemen vanOO K,}s

zo dat er door elk punt één Xq,, gaat (normaalsystemen.van sz *s). Deze
omhulde Xm 's of integraal- Ym’s bestaan altijd voor m = 1 omdat

X
1.2) Wy fl{ti =.0

' een (niet lineaire) geworié differentiaalvergelijking is.
Is W4 van de vorm ~

1.3) wo=9 4 p

dan is blijkbaar Y =7 !
Bepaling van YV :
Vorm de comitante van IJ,

1.4) w/;,\ = 2 %,L?"{] (rotatie van 2¢, )

W o . ST S D W O W o . W

1) N.B. £ , ) spesV s ps T T,w lopen altijd van /,...,n (c\ursieve
cijfers). V
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Bepaal le. rang ZP van W/z)« (alti,jd even daar'zz;.;\ alternerend)
' 2e. )\ -rang van het stelsel’m;@ r . Dit 1s de rang van de
matrix

EETT A

f en ook het aantal lineair onafhankelijke vectoren onder Mr*” 3 )
altija geiat £ = 2p+E E=dof 1. Dan 1s

g .
L
g

1.6) Vo =h-p-t

}in ieder gebied waar 2 en A constant zijn.
>;/Eerste uitbreiding. Neem stelsel van Pfaffse vormen

o, O db .

‘ Ty
d.w.z. n-p covariante vectoren C . Stelt voor een (C, -veld in%(g )
Hetzelfde ook te geven door p contravariante vectoren 5 ¢ 1! \,-,pmet

; L‘-?"‘\\'"'—’“Jh

1.8) 8[ y = 0

#4
L.
Mwee problemen:

1. Inwendig probleem: De X-ﬁ;
4 p. (omhulde X‘m 's.) -
a, Eerste formulering, Zij

bl
's met raak- E in (‘.‘ﬂ voor m maximaal
P P

3

F { AP
(- 1 -9) (..? ) —_— cm/t. . a‘g = 4?1 + 1 ﬁﬁﬁﬁ . %
een normaalsysteem van omhulde X o 85 dan is

1.10) dgfu‘f}/,_ F% =

n.e.v. voor of _f ‘trakende aan sz en
s bl
1.11) 0[£ C/,L

k
n.e.,v. voor aég liggen in E» « Dus n.e.v. voorwaarde 1s dat

(1.11) C (.10 ; C_a is een gevolg van)

b. Tweede formulering. Een normaalsysteem van X ,In's kan gegeven vwoxyden
in de parametervorm

tig 5 9N )

. - Lijnelement der X‘m voor ledere waarde der /)b/t

= \»"’"‘,‘T‘h
= ”\‘Y\"’\, «-r-‘h

N\

Y



1) di" (3 9%)d "

‘N.e.v. vocx'waax'de dus
0

1 ' A
71, llL) L/u (’( ‘t) f)g, )b 2 voor alle waarden van -f

" Dit is een stelsel nie’c lineaire partigle differentiaalvergeli,jk:ingen
voor de onbekenden )1‘ ) N

2. Uitwendig probleem. De )\ﬂ 's met raak- (, door ép voor m
minimaal 2 p. {omhullende X,m 's.)
a. Eerste formulering: (1.10) C (1.11)
b. Tweede formulering

¢
1.}.5) B; ()/.L F = ¢ ¢ = m+il, - - -=~= N

Pit is stelsel lineaire homogene partidle differentiaalvergeli jkingen
) ,?;' P N
voor de [ (§ /

Schema: stelsels partigle differentiaal- -
—.— vergell jkingen.

o

Cauchy €7 B Dirichlet
oplossing alleen in een ?6 ( i ) oplossing gezocht onder ein-
gezocht. / e dige randvoorwaarden
\»—s.;.._;&

ultwendig probleem inwendig probleem
theorie der lin. part. = - theorie der algemene
diff. verg, stelsels
Jacobi, Lie, Mayer Cartan, Goursat, Kihler

Algemene formulering (omvat uit- en inwendig probleem). Beschouw zeker
soort geometrische objecten (t - 's of vectoren of tensoren of erger)
Veld A = verzameling van ¢o nE van deze objecten in de punten van ﬁ[
Klasse B, de een of andere wel gedefinieerde klasse van velden van de~
zelfde objecten (bijv. alle E,m ‘s die aan een )( raken) .

Vraag Bestaan er in A velden van klasse B.

We gaan nu door met het uitwendig probleem.

2. Stelsels van homogene lineaire differentliaalvergeld jkingen.
Ga uit van '

At - »
2.1) £ (2‘4/ =0 ; é}:\,w“m/_
en vorm

» Py
2.2) /'?[c (.‘gyi ﬁf_]) ‘.}/”{ =a,

Iedere Oplossing van (2.1} voldaet aan (2.2). Stel onder (2.2) julst
/A, vergelijkingen lineair onafhankelijk van (2.1). Dan is At een
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‘arithmetié‘cheVinva.ryiant. We hebben nut +u, vergelljkingen
2.3),,-5( ()/u =0 /,zi,—--»---*hn/u,
g , )

Ga- zo door tot stelsel

f}l A /
2.4) .ﬂgg d‘j) = /w:/,“ ~~~‘th+/u,+/u,,+--~- et

dat op deze manier niet meer te verlengen is. Dit stelsel heet volledig.
De getallen A ,.. ;,/u zi,}n alle arithmetische invarianten. (2.1) zelf
is volledig als ’e.cc (0,,,, 73” lineair van 5)6' afhangt, dus

2.5} B[c ( ém ]3(])(:1(
of f-.50k‘f'

9 K LA ey &
2.6) "B[C ( Cvi I’z}fj) :f?/('éh {.-’fb})'}”’u

Allereenvoudigste vorm van existen’t iethcorema Cauchy-Kowalewski 1874:
Stel we hebben één onbekende / ( f )en één vergelijking van de eerste
orde, oploshaar naar

1

2.7) | c"/):: }{ (é'f/jc? f) I S S

waar}g analytisch 18 in een ]Z(g » «j of =2 “ul Zi,j verder gegeven
een functie ?0[;“} e nanalytisch in een Q?[{ zo dat
4

3 W{‘”‘)
‘6‘} ((}/550 ;"‘mC"

dan bestaat er een enkele oplossing /(
zo dat

2.8)

L, === .
t s analytisch in een ﬁfé’(? }

f’(”ﬁ”’ J;X) = f(.’f’x/ i = 2 e h

Geval van één lineaire vergelijking

DM ;
2.10) /j (;"u = 0.

.37 « >4
Kles de cofrdinaten zo dat /s .—,fo . Normeer 'zo dat ﬁ = /. Dan krijgt
de vergelijking de vorm

8 4 % ; gy
2.11) (J,f =, }\J{ (}“f))fotaﬁ,*nh ()\ anal. in een 7(5‘()’7)

i

\!‘q.‘,




5-1 o B “ B -

Geef dus nu een functie? (?‘) in een%(f “) ;, dan bestaat er een
oplossing f(z? ) analytisch in een %(?) zo dat

¢ 2.12) /(é,f ) = lE) 5 o= 2

’Neem voor })( f 'M) achtereenvolgens “N-! onafhankelijke functies dan
ontstaan #A-1 onafhankelijke oplossingen en iedere oplossing is een
functie van deze M-I/ , De principale oplossingen t.0.v, Z" _S ,2ijn
die, die voor §H= §" overgaan in i;'l, = f , ° |

| " Andere vorm var het hoofdresultaat:
Neem willekeurige X/;l..; die de
stroomlljnen wvan 7% elk in een punt
snijdt. Geef op X,., een functie

van de plaats. Er bestaat slechts

één oplossing die op X,,,, met
samenvalt.

Eén enkele oplossing dus, vastgelegd
door een functie van 7s-] variabelen,.
¢ = const. stelt Oa,;X 's in X ., voor. Elke X,h, ls een omhullen-
de van /9& . Eén zo'n omhullende kan gegeven worden door 7 functie van

A h-2 variabelen.
7 Bepaling van de kosten. Bij (2.10) behoort het geadjungeerde systeem |
van totale differentiaalvergeli jkingen

. 4
- 2.13) c/g’/u(,/,v = 0. 2z Ay m
of
2.14) Od f e (::+ = evenredig met)

bit zijn echter A-/ gewone differentiaalvergell jkingen van de eerste
orde met h-] onbekenden (simultaan stelsel). De bepaling van één op-
lossing gelijkstaande met de bepaling van één oplossing van één gewone
differentiaalvergelijking van de { h-! })-de orde met | onbekende heet
naar Lie een operatie h-{ , kort Oh ; O = quadratuur).

Eén oplossing van (2.10) {ook integraalfunctie van (2.13) genoemd)
kost dus een O ., .- Neem nieuwe variabelen gk zo dab E‘f gelijk is aan
deze oplossing Dan gaan de vergelijklngen over in '

a) A7 =0
N

2.15)

+
Beschouw nu in (2.15 b) de !" als parameter. Dan kost é&én oplossing
van {2.15 b} een 0 . .» enz. Totaal hebben wij A1 -7 operaties 0 .., 0

7
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nodig. Kennen wij toevallig al m onafhankélijke oplossingen dan zijn

'nog nodig C),,%,1 seees O | |

‘®én niet homogene lineaire vergelijking. |

' , . : : r | ' x
2.16) W/I’C)/Liy = ¢ (§ ) (W‘,gﬁanal. in een%[_}:})
Stel dat een oplossing is gegeven in de vorm

2.17) F(f> gk) =0 s —g—;; % 0 {anders niet oplosbaarv naar f )

dan volgt
2.18) ,,,/*()/u,:+ 575(?;‘).;4.5:0.

maar dit is een homogene lineaire vergelijking met 7¢7/onafhankeli jke

variabelen g’ f / . Deze heeft dus A4 onafhankeli jke oplossingen. Eén

ervan moet zeker } bevatten en daarnaast kunnen er dan #-7 zijn die

van f vrij 2zijn. Deze zijn tevens oplossingen der 'ge:r*eduereerde verge-
i

‘1ijking
7 /LL ) —
2.19) (e é‘*/ - 0. 4

Dus: bepaal -1 oplossingen /,...,/ van (2.19) en één oplossing /
van (2.16) (met behulp van (2.18)). Dan is de algemene oplossing

o -f hey
2.20) / = /* y (j/f - /) (}V" = willekeurig anal. functie)

Systemen van Jacobi. Stel dat
A
2.21) ‘/ga/ a/,/nﬁ. J’bﬂz\,-,__.\?

volledlg is. Dan geldt

A 4 a ,
2.22) ﬂ[c J!/xl /35’] = 0:5 (fk) H;

h-/ 4

Meg kan dan bewijzen dat er een stel van 7!3 lineaire combinaties der

/3{ bestaat

zodat de ‘71"“2' alle nulzijn: f' =\, -y

3

p n¥t p° |
2B AL A8 (BE)L o £ar op
| P

&



Men noemt dan

/,L
2.25) {' %/ = 0.

een systeem van Jacobi. De naam "Jacobi" slaat dus alleen op de vorm
van het systeem. Ieder systeem kan in de vorm van een systeem van
Jacobl gebracht worden.

De vorm van een systeem van Jacobi is invariant bilj coordinatentrans-
formatie doch niet bij £?~transformaties.

Speciale systemen van Jacobl. Men kan bewi jzen dat deﬁ? ~-transformatie,
gegeven een bepaald cordinatenstelsel (%), zo kan worden ingericht dat

2.26) ﬂ; :52 S S s .

2

Voor deze speciale waarden die dus aan (k) zijn sangepast, gebruiken

wij in plaats van ook griekse indices en vaste indices 7, ----- 72 in
plaats van\, ---- g, dus
of
¥ ot
De matrix van J:ﬂ ziet er dan als volgt uit
PSS B, p~.—»»-—-> <-

’[f 1. 0 ~/3’2+f-~-~~ﬁ:’

|

2.28) 1’ . ’
| |

0 \/I ﬁl::-/"’ ,__u__ﬁ:

en de vergelijkingen (2.21) krijgen de vorm

- ﬂ/ B A 2 o]

De speciale vorm van Jaccbl 1s niet invariant blj coBrdinatentransfor-
maties, ' ae

Dit duiden wij aan met =—— ., Dit teken drukt uit dat de aandacht wordt
gevestligd op het feilt dat de vergeliljking n%gp meer invariant is bi;,
cordinatentransformaties. Het gebruik van = 1is niet verplicht, men
gebruikt het alleen als het gewenst voorkomt de aandacht te vestigen
Maar er zijn wel gevallen waarinﬂ?%& zokgewenst is dat men beter dor
niet = te gebruiken, bijv. 1in q ::)QA s en dergelijke formules

waar levence indices aan de ene kant carresponderen met dode indices 5

20Y ig wel Invawiant -
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voor transformaties van de vorm

i1

gdx gvt’ A

2.30) = g «
v Pye= ph
o) S

Voor een systeem van Jacobl neemt de volledigheldsvoorwaarde de vorm

aan

2-31? 1}; /Sﬂ] + /3[)/ r%?! ﬂ/g] = 0.
Men ican tegelijk het geadjungeerde systeem

2.32) C; dgwu

aan een zodanige X -transformatie onderwerpen ﬁat ook dit stel zeer
eenvoudlg wordt. Men moet dus n~p vectoren C/u,; J =p*.---, Lbepalen
zo dat :

,/,__ ..... )/b)‘ QL’:/: vvvvv ’fi.
VAR DU AN ) S A

it

¥ pH
2.33) “H g/q = 0 J'ﬁ::/,'“""‘/’ ;y:‘_/"’", ~~~~~ LR

Men ziet direct dat
C7 - 47

a) 2
2.34) ¥ >
w Cp =-A

veldoen. Met deze waarden krijgt (2.32) de vorm

2.35) icfalf” +d &7 o,)

met de voorwaarde (zie (2.31))

i

Po—

( ~F 4l -
N.B. De vorm van Jacobi en de speciale vorm van Jacobl kunnen steeds vf
worden gevonden zonder integraties.

3. De oplogsingen van een volledig systeem. ;
Breng het systeem in de speciale vorm van Jacobi (2.29). Dan
zien wij dat g SR § P alvast zeker geen oplossingen zijn. Neem
nu de eerste vergelil jking

3.1) *—%;”/ * ﬁf gyf = 0.
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2 p
dan zijn f, -- § van deze ene vergelljking zeker wel oplossin%en.

Erzijn dus nog n-p andere oplossingen, te verkrijgen door 0,,_;, ﬁ’
Neem de principale d.z. die, dile voor = overgaan mf -- }b :
Daaronder bevinden zich alvastf ---& . o(}a nu over tot nieuwe cobr-
dinaten £°  en richt het zo in dat £4 -, £ Juist gelijk aan & £
zijn en dat A - §M Juist die andere n-p principale oplossingen
zijn. Dan weten wij dat gu' § allemaal oplassingen van {3.1) zijn
“en verder dat

o’ ¢ o<’ oLy~ o’ £
3.2) %Zﬂ = O(\/? . /éz,ﬁ': é;?’ , /?? = 0 ] /47' =0.

3 ? 3

De vergelijkingen (2.29) gaan nu over in

ff//; Jﬁ’/ 7 /Z?ﬂ‘}aay);/-iﬁz ﬁ;xr)yf/o:ﬁ P J/o) L

b d :/“” . }a&/ﬂ*.{ ﬂ.
yl
Qﬁ‘f #+ E/g' 9};1"/ = 0.
waar

»’ AN P’ ¥ Q¥
3.5) ﬁﬂ' e é\ﬁ' (’gﬂ *J?}/f ’Q’Y’/
Van de nieuwe vergelijkingen

3.6) aff—,_}g c,}o/ ’/M S = (p) e w

zijn nu ? ,f oplossiwen daaruit volgt dat
/

5.7) Jé,,.__:@, SR B e

zodat de vergelijkingen (3.6) overgaan in
a) 97 f = -
¥ o
b) 9?,{”4 /3?’"?3‘-',{:0 G R LR P/

Laat de accenten nu voor het gemak weer vallen:

a) 9
3'9? oy 9,)',79* ﬁy Oyf.: 0.

dan zijn de condit%.es nu

B &f amz }’l * rs 3?1 7 fa, P J“Z/*'
3.10) | ;
L Ay H 9;«;{1 /8';- + Gy s vT-- Q. o in 462 BZ =0

3.8)

Q
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Bijgevolg 1s nu (3.9 b) een, stel vanﬂp-—l vergelijkingen in de n-1
onafhankell jke variabelen oo . Met dat stel gaat men door.
Kosten van de tweede ftrap wederom O nepa T O, . Dit p maal,
totale kosten dus

*ib'.ll) px Q- O)

Na teruggang tot de voorspronkeligke co¥rdinagen gaan de n-p aldus

gevonden coplossingen voor =5 juist over in 5 =" %", Het
. 2 2
zijn derhalve prineipale oplossingen t.o.v. = § . Z2ijn
A1/ 4 i . 7 e
> - T ;/ dc,ze oplos;inp‘en, dan is (/ -~'Z~', }"’)eveneens een
2l )
oplossing, voor = overgaande in F [ ----- é’ -
a

4. Niet homogene lineaire systemen.

e 5.1) z}/l'L f fg {f) [ ‘F

Voorwaardg:an: %} en }? analytisch in een ?/Z’( f ) verder

fj{”}?// heeft rang 7& ;lf@gjkf} heeft rang ?p.

(anders waren de vergelijkingen of afhankelljk of onoplosbaar). ZiJ
Ee
¥.3) /L“(/;f) = 0 ; %;%o.

een oplossing. Dan ontstaan de p homogene vergell jkingen

3.4 aF}p . w’dF _o
D £

L.2)

/u,

£ p
in nt+l onaf ankelijke veranderli jken g ,f Dit stelsel 1s volledig
mits {schrijf voor het gemak eerst even % a; ["): £ a)

3
9 v %w"'& = Ty Cﬂ)’”

%.5)
e

| o ,ed
b V7 a =T ( (fo
Vi G fa =T F)f
Men noemt dan’ ook het niet homogene stelsel (4.1) volledig. N.e.v.
zijn (4.2), (4.5 a), (4.5 D).
Is (4.4) nlet volledig dan gaat men {(4.4) verlengen tot er een
> volledlg systeem kombt:

L AE R Ll s Y i e




en daarbij hoort dan
A
5.7) rtd F o< e (F).
M /
Is nu voldaan aan de voorwaarden:

4.8) }/%v/u'}g ;1{/ fn_/-{, ,fm,,y pp e }},;Z /Lf’/{”ﬁ'“m’}} Py

en bovendien natuurlijk aan de voorwaarden dat (4.6) volledig is, dan
heeft (4.1) oplossingen. In het andere geval niet,

5. Mayer systemen. !
Bij het systeem in ge speciale vorm van Jaéobi

r * .
5.1) (1) [E;fr/}ﬁ C)},f = O} ;ﬁg,_-m.%;y&ﬁ,ﬁ....’m,

hoort het geadjungeerde systeem ’
P o ¥ 4 f
5.2) (zz)[&ff = -C, df }

: o ‘
Beschouw nu de \ als onbekende functies deré? N =7, .. ,/6 » dan
is (II) equivalent met

P YTy ,
5'3) (III) J/;g = - Lﬂ (g b j ) )./' }/ < 7: ‘‘‘‘‘ P };k?; "'I'-‘.,‘l,
Als de voorwaarden van het volledig zijn van (I) {of II) vervuld zljn:

¥ » ”J»’Z /‘J.}’{I
s | GG, 2 o a”z? Lﬁi}j

(ook wel genoemd integrablliteitsvoorwaarden van (III) dan noemt men
ITI een Mayer systeem.
sk . .
S‘csl eens datf (f )de principale oplossingen zijn van (I)

tn.v.é— ag > danh zijn
5.5) Z‘W(f'x) .-:. C}a (C:}pc.(:ﬂh:'tanfen)

n-p onafhankeli jke integralen van II (de principale integralen t.o,v.
gﬁ = ?“ ) (5.5) stelt een stelsel van Oo"")(’b’fvoor. Vraag:
welke ?iezer P 's gaat door £ ? Schrijf de vergelijiinz cerst

op voor g,-fizgx dan krijgt (5°5) de som




2n men krijgt dus de gezochte X} indien men voor de ng de waarden E
neemt . ¢
Los nu deg op uit (5.5) (dit kan altijd omdat /lef/" f }f

dan komt er
Z & s X pd

maar 4dit z13n n- ploss1nge%<van (III) die afhangen van n~ptconstantenu
Zet men(f .g 3? = dan moet Ge linkerzijde in(f‘ overgaan,
o

ijgevolg is ’ s ‘
P S R £)

een stgg oplossingen van (III) dat voogéﬁ =cé~ overgaat in de constan-
ten . Dit ste{zoploiflnﬂep heet het stel der principale oplossingen

.

van I1T t.0. van = . We hebben nu voor (I). (II) en (III) elk
principale oploséingen %esp( intecralen die uit elkaar kunnen worden
afgeleid.

De integratie van (I) of van (II) of van (III) zijn dus (mits de
volledigheidsvoorwaarden vervuld zijn) gelijkwaardige problemen.

Ga nu uit van (111) gn neem de t?<i eerste vergelijkingen
’Z .
5oy G kE” s (£ E) 8t sl per

ff4
en beschouw Ag »---~)'§ als parameters. Dan hebben we weer een stel

dat er net ultzieo als een Mayer systeem met € onafhankelijke veranderlij-
ken. En aangeziencsggerdaadégit (5.4) volgt dat

5.10) afc 3] = C[c ‘?/Zl Cg DB = S A

is (5.9) iggerdaad e%n Mayer systeem. D1t heet de verkorting van III

£t.0. van R
Om (III) op te lossen vevkov?en we naar f’y :
VER__CY(E ) e ls -
ll) - ) )/65
N =_Brs, == T
. P -/ % /6 0 .
en hierin zijn nu de é parameters, é is de onafhankeliljke variabele

P

5.

en dus is (5.11) een simultaan systeem van n-p gewone differentiaal-
vergelijkin%en van de eerste orde. We bepalen de principale oplossingen
t.0. van , dat 21jn dus die die overgaan in voor alle wille-
keurige waarden der

A C}”(ﬁ f’”) 9”/5 i’” £

el 4‘ g A7, A,
(Dit kost overlgeng%@@ﬁ (ZE;;’ Nu gaan we nieuwe va;iabeléﬁ g‘*'

LA
FQ ()

invoeren:

5.1%)

2
}
N

s 5
R .““'“'Jﬁ R

Y s )/’}4’

= (pr1)) -~

i
N 2
~

~

W R
+
-



De transformatie is van de vorm (2.30) zodat de speciale Jacoblsgche
vorm gehandhaafdwflijft Bo‘ebdlen weten we uit (3 5) hoe de<ﬁai en
dus ook hoe de C;? 21ch uransformeren

5.14) ( Cis, - Ai)

De nieuwe vevgelijkingen
5»15) /glc = - C,ﬁ

luiden dus uitgeschreven als volgi:
de eerste:

. ¢’ ' &
s O £ ﬂ(w Jf)}’:()

g g
(omdat }k een oplossing van (5. 11) is en dus § ?: = - C, )
de andere:

4 ’
’\ & CZ‘ fll Q/l fl
. A - ! ot /
5«17) C}ﬂ/ V‘é: = - F’[ D> g 3 £ ) ) ff}l/ = ‘1) -‘““h)/%‘l
’ | Sy =)
In de vergeli-kingen (5.17) valt nu echter de‘g weg omdat volgens
de 1ntegrabi¥%teit§voorwaa”den

0, C
nul is en bo*endien ﬂ + = O is. Alles valt dus weg behalve
(I’
I
sa9) 0 Cprm0g @leal p' s & 2 lpe)!
waaruit blijkt, dau C}‘” alleen van gyj en é'lz afhangt. We hebben
dus het probleem verlaagd tot een Mayer systeem met n-p onbekenden en

vy

pui onafhankelijke -ariabelen. Daarmee gaan we door en wel p maal. Elke
stap kost C) 78N )CL.Dus tot nu toe hebben we nicts gewonnen.

We zougden echter winnen indicn na de eerste stap ee s mocht blijken
dat de CZ- » alle nul waren Wan® dan was cr in (5 17) niets Ee inte
greren we konden dirse  de oplossingen opschri ~'-enzgg =

m

We gaan nu bewi:izen dai deze uitzonderlijk gunstige omotandigheid
zich steeds voordoe: indien in III toe allig

ok
7 5.20) {c (:é‘ )} 1 gl = O
Inderdaad volgt dan uit (5 1&)

y g A a8
Cyr (£ £") ..é‘;»n o -5 fa
5.21) _5 , ('/" N ) &
=iyl 4 y’"; f
% 1: 42 ....... ¥ =2 vy g’jf‘*”*""?’*;
/,«'" 3 %53 i!.f)j) g (ﬁet ....... Y. 7N

~en indien men int deze vergelil jkingen verdndert de
linkerzijde niet en komt er rechts ingevolge® (5.12) en (5.20)

X” 5FCa (28" gt)ﬁ‘*ﬁ;;(%,)f‘?)g,_ ,
5 C/? (‘g gy }7) =

5.22)



Daarmede is nu bew zZen:

-

> Indien de C}o ;g =Z,.. .w/f uil het Mayer systeem

5.23) 9 £é; ;(cgt) )-?ﬂ: A 7/3 5 E = AL ey R

£ 4 7
identiek nul zijn in g ..,jg" voor E = E , dan zijn deprincipale
oploss:mgen met betrekﬁ:lng tot ! van het verkorte systeem
5.24) ﬁ =--C, (ﬁ )
waarin gg .. ,CE als parameters worden opgevat, tevens de principale

oplossingen van het systeem (5.2 ) met betrekking tot “z h s =7 P
Ei W

indien in deze oplossingen weer als gewone variabelen

worden opgevat .

In dit speciale geval komen we dus ult met één enkel stel operaties

'?l"/)’ o s o o b ;{o
Nu kan men altijd zorgen dat dit geval optreedt en wel door een

coordinatentransformatie. Opdat de speciale Jacobische vorm gehandhaafd
blijft zal in elk geval moeten gelden
! o X

5‘25) g = ((g ) ;'\’ :’/)""“")f N Qél ;/:J?p/
- Laten we daar nu biJ nemen
5.26) g X g z _:/,,t/;)...-..,}/% ; ‘&: l:[ff?“)i e /%/.
Dan is ,
& £ e NP &' &
5.27) C/}' = /Qz Cﬂ /ny’ = J\g Cﬂ /9;»3'
en dus
& rpt pd a A
5.28) @ /= X Cﬂ /bf; ) 50" ki; .‘-_-.--w)%/.
We verlangen nu dat Q/
Co(E 878" ) oy 72 s
5029) "g é j e)' ? (%"_/)/ /
zal zijn. Wil dit algemeen gelden, d. w z. voor iedere keuze van de

2 3 } /
functiles C/S’ dan moet er dus in /9 + een factor 57* g/ zitten.
Neem nu met Lie de transformatie ¢

7 @ ¥ 'r b ’ ¢ g '
- 30) bé_ g A LA L P SN SRR L
dan is ,Cﬂ&w Cg!z?) ' y"\ V = fﬂ/:’z’,“"”_”"/;’, -
5.31) g”gf* / ﬁi@f" %\é S, e G = () . .

en we hebbena g: 4@65_5/'& Xy CZ; /7 4
5.32) gm0y Ty Cp (87-E7)

sodat inderdaad aan de gestelde voorwaarde voldaan 1s.

Maar nu is de moeilijkheid dat de transformatie (5.30) geen orde-
11ijke coordinatentr‘ansformatie meer: is omdat de functionaaldeterminant
voor E’ ! é’ nul wordt. Inderdaad is immers de determinant van 9 ; /



< » ;
5.33) 2 = O e é”—_—g/ (=0).

g 0o gt
Dat betekent dus dat we de op denieuwe coordinaten verkregen oplossing

niet terug kunnen transformeren. Niettegenstaande dat gaan we die op-
lossing toch maar eens bepalen. We bepalen dus van het verkorte systeem

(in de nieuwe coordinaten) 4 (b' r
5.34) ‘)f} :»-C ( §£
?
de principale oplossingen t.o.v. 51 E{ (=€) met de jy als parame-
ters:
2 " gr
cy E5LF(ELE)

met de voorwaarde

N A

& 4 ety L @' .
“ Ma&r’a‘iﬁ’i bliJkt datkgit nu' vanzelf‘ ook de oplossing zijn van
5.37) 0 ? g —= — C/e‘

»

mits men de ‘é’o }t‘ . .,?h’ weer als variabelen opvat. Wat we nu

willen hebben zljn-de fz ultgedrukt in de EX. We kunnen nu wel zulke

ultdrukkingen halen ult (5.35), namelijk, 1ngevolge (5.30)

coe A —-ga Fe (:.f £ E,Ff )

;naar wie garandeert dat cék ook de oplossing van het oorspronkelijke

~ gegeven Mayer systeem 1s. We hebben 1mm%;c~s op ongeooz»iloofde wjgze terug-

getransformeerd wat zich dan ook wreekt gdat in (5.3%2) juist & -

in de noemer voorkomt. Dat zou alleen niet hinderen dndien in F def?
alleen zouden voorkomen in de combinatie 1‘55 , immers dan zou

er uit een ordelijke functie van de kunnen ontstaan. Men ziet

dan ook daaraan dat de transformatle van in t g”;«t niet ordelljk

is maar die van fk in de variabelen §4n {f f" (_El,‘ wel., Nu kunnen

we eenvoudig bewijzen dat inderdaad deze gunstige omstandigheild op-

treedt. Immers hetwgegeve&x Mayer systeem heeft zekere principale op-

lossingen t.o.v. . Zijn deze

5.39) c_g“?zgzﬁ‘*(g £¥) s{?(ﬁ 5%?)

dan kunnen we dege transformeren in

o) Y aj@*(ég g L YED)



en dit zijn prlncipale oplossingen ? .0, V'¢§<x’==é§°< van het getransfor-
meerde systeem (5,;@) Nu heeft (5 3&) cchter slechts één stel princi-
pale oplossingen t.o.v, en uit een vergelijking van (5.3 ; ﬁ%}
en (5.4) volgt dus, dat de gﬁ alleen voorkomen in de ver-
bindingen CE cé’w . '

Het is onfraai dat in detransformatie van Lie (5.30) de variabele
é?r wordt bevoorrecht. Mayer geeft een fraaiere transformatle Waarbij
echter overgegaan wordt tot Ah/+-/ overtallige coordinatenl7 ) y :

ol ol
5.41) cg -é(ﬁ’z Pl T b E A, e

De bewijzen verlopen voor deze coordinaten op overeenkomstige wijze.

6. Het covafiante vectorveld of de Pfaff'sche vorm,

Heeft men een enkel vectorveld"Zt)P dan kan men daszruit de rotatie

vormen 0{£7/ ‘2/) /Z

Op dezelfde wijze kan men, als een —vectorveld‘?di,.a..A? gegeven 1is
de rotatie vormen gedefinieerd door ’ 7

6.2) "ZO/M ....... [704-4) Wy oo ap

Verkorte notgties zijn
6.3) W - /Qn{fm = (,/ow)Jw.

Men kan door eenvoudig uitschrijven bewijzen dat Rot Rot steeds nul op-
levert.

Beschouwen nu bilj het veld’iJ— de volgende stelsels van lineaire
totale differentlaalvergeliJklngen

s) W ,aﬁ? /a  erene
1) ’éﬁj;A Ol-g =0. 'Qym—rotatie

n At klasse
6.4) S ) 23 OLé/L /L /b/« ’&65 =0 /L K=klasse
.,,’ ‘. 4’./#
g ) /1,[/\/2(/1_]9{5 Z % oS //Zf[)!é% ../]/\ 03
84} ‘ w Dé ,éi =0, {/ d’,_.é;’ = 0. k=gelijkvor-
) mighelds-
’ klasse

De invariantfﬁéfontleent ziJjn naam aan het feilt dat E;q invariant is
b1lj de gelijkvormigheidstransformaties4h§—¢-0”4{{. Men ziet gemakkelljk
indat C = 4/ of C = O en dat

Az 7{; /%’
6.5) \// V//

2 2 C



De volgende beschouwingen hebben betrekking op een "gebied van constan-
te klasse", dat 1s een gebied waar al deze arithmetische invarianten
constant zijn.

Om de geadjungeerde systemen behorende bij (6.4) te bepalen vormen

we de rij . o
Wy W ?if KZJMJ /

T
6.6) 2 MN ] T "7’”5; v &u"’t’xv_] Laa

of kort symbglisch

SN SN 5 |
6.7) I a0 =%§7=w?{}; T-WH . T awlW,

Lt
Dan is in elk geval
‘:7 _([_. O et GT2P
6.8) A 0T P
Verder is &5 2=
_ 9
.o T 27T

20 -7
en daarult volgt alvast dat i7 :r/O . Nu moeten we twee gevallen onder-
scheilden:

I. 2V ligt niet, in het A -gebied van 2"/{ Dit is echter hetzelfde
als het gebied van y , waaruit volgt dat y —«1«)\7,46’15 en //(.: 2/0 *+7 .
In g 2 zagen we dat big het systeem

6.10) CPO‘Cé =0 :I\?—H\}-.--.--)N.

behoort het geadjungeerde systecm

6.11) ﬁg {L]/ =0 ; £ - A, e
met .
B

6.12)
Nu is (6.11) equlxitalent met JLYEN ?

6.13%) \73 ------- ?QI_—[ é/u_ 7 =0.

of ook feA "
: Y

6.14) C[;,Lt/w,,' SR (:a,h K/u_}'?" = 0.
en evenzo is (6.10) eqguivalent met

f’*”
6.15) CZ/‘*/H,/“'"'" Cu%]aé = 0.
of ook [ A . .

= /‘4-‘» ﬁJ

7

Het gebied van cjwyxrordt opgespannen door Q/Q covariante vectoren en
) bepaalt een Cmm-2¢die men de drager van dat gebied noemt. 5 drukt u’
dat o F* in ate E,..,, ligt.

Bijgevolg 1is 4 gelljkwaardig met



5 . A
d;fmé j

6.17) Mg e A“/" - (Locsn KL 19,05 uu e s

systeem S is:

1 .
/S
6.18) KS: yf =0 (symbol}sch voor

i .
) Voo )
\7[’/""1 T ‘)k%,a C:'(L-Z /\“'/ - s

Evenzo is J‘; gelijkwaardig met
2o 4

‘“ (‘f......_‘..}%ﬂ"_" Gécg)”= e]

4

en het geadjungeerde systeem ,5;/ is dus
f@r
6.19) SZ f =0. (voor K:J;fo +7)

1y “For r
Aangezien’w:\ niet in het gebied van @,\ 1igt hebben /2‘1/;/\ en %ﬂ@ ’wyj
¥
hetzelfde/li( -gebled, zodat :\S, =.3; en N =S,, . Bljgevolg is in dit
" geval C =2/ en Ve =2n+4 = . IV .
3 - 4 1"1 ?\
II. ‘M, 1ligt in het gebicd van y Dan is J; = \S: . Verder is /Z/M
/ 4
te ontbinde/n in >
6.20 zgf = No o+
20) s = 2By ST
waarin f%“,\van de rang 2@ -2 is en de gebieden van,Z/aB:z,);\J en QEALA
geen vector gemeen hebben. Uit (6.20) volgt
{é«;

- - e R S/
= ﬂxd"/&(/ - 3‘{0_:/ ‘ZL’ = A %‘ 774‘\/ -~ ractoren)

¢
en 97229}8 het gebied van thetzelfde als het gebied van het stelsel
A, T . Nu volgt uit xS;.

9 e A _
6 . 22) /&‘v/‘([){ /gu'yj Qétg — 0
en (6.20) dat vy
y i ‘/" G- . /L(
6.23) ‘Z/— . /%{ZL'}VJ T /‘jup (ZC‘}){] f C"(tg = 0.
Ver'menigvulg‘if ir;§ met :(/(/,h, geef;cé .
6 .2)4) ‘ /{A{)l 2! , ,waj ‘g = 0.

6.21)

? >
N
maar wegens het bui_’gen elkaar liggen van de gebileden van IZ(//{_U\ en/&éhﬂjj
) A
kan dit alleen als /@Adé =C.Bijgevolg 1s S& equivalent met

%40
/a&Ad§M=O‘

(/w,;tt f’(/§/u = 0 &

en dat wil zsﬂggen dat het gebied van /'L{,\'Z*"Ly_f[ samenvalt met bhet
- ’

gebied van /,\:f . Het geadjungeerde Jy 1s dus

5.26) S;’ {y—j}; = 0 (voor}(:lﬁ )

6.25)



/
Verder blijkt dat 53 = \rz, en S/ = \E\( zodat K =% =a2f"7 . Hier is
eeh vverzicht:

6.27 1)

Sa = j% : /%Eé%hég;;}u==a ‘S; = S; : }@/:;ia

- } i -
gn?? 11) 5{ =y _y;c . f = 0. - QS:; = g/ . /;/ = 0.
o

, = 0.
Kai’./’ &z% pzﬁ-‘//‘ ‘

De belangrijkste stelling is nu, dat:i ,E% , S; en 51, steeds volle-
dige systemen zijn. Voor een stelsel /E?“){ = 0 hadden we in §“2
als n.e.v. voorwyaarde voor vollegggheid gevonden

6.28) \@[E %[ BE’( QA_] = O ; ‘é"t :)\, ‘)’P) X :¥+\).... SN

en hieruit kan men nu gemakkelijk een andere vorm van de n.e.v. vOOr-
wadrden afleiden:

6.29) 4‘{—'&_,;;\& ..... Jq’)/ﬂ')‘;-----“qj =4 , 4 s Mp

waarin

- N 5 P w

a/éjxﬂ 40A’h““.j£ = (:[AI-~~~"-C2A2J

Hieruit volgt dat vollei}gheid gger optreedt als?@i.uqupotatie~

vrij 4s. De multivectoren T?’ en :j% zijn nu enkelvoudig en beide ro-
tatlevrij en daarmede is de volledigheid van J, en van \gvoor het
geval I a; ewezen. Voor het geva% II is 73/ enkelvoudig en %§&p ro-
tatie 1is S%P zodat hier ook (602ﬁ¥ geldt. De volledigheid van

van deze lfauvector - -vormend 1s. Er bestaan

wil
zeggen dat de

Q/o 7h =R X
dus &9 )( -2 's, de rotatiedragers van het veldﬂk& . Evenzo behoren

} ’ _ 2 . i A\ i
bij '52 m%xq_é, 's, de dragers van het veld % en bij 'S; o Xh—lc >4
de charakteristicken van het veld 4%5 ,‘Waartussen het volgende verband
bestaat: !
6 31) i) K = )(A=,§A-+4 char.=dragers C: rotetiedragers

11) & 2‘2P‘} }(;: %ﬂ char.;> dragers = rotatiledragers

5 L N
e 2 i . : £/, i v ” .
I (R L | R i i G 7 B
L RS . )
(PSRN
y o0

7 - o S
7. Klagséverlaging bij doorsnijdingen.

\V4
13 een q& —vector‘kﬁ ), 8egeven en een
. :

ector ¥4 .. SR
7.1) E5 - £y

‘%) S A A 1S

b}
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dan 1is
w- . B
7.2) K;__.___ Q ‘73 ’6,{@ ’w """\Z J ﬁ,{ = %‘f
de doorsnede van 'tu;'._w; met de )(% deze doorsnede is een Z -vector
en dus steeds nul als 4 >rm . Nu geldt de stelling:

} Rotatie van de doorsncde=doorsnede van de rotatie.

inderdaad is / Y y o>
7.3) ()[J Wy .. Ay = (%’@f """" ﬁ/])zf e dg *“1{-~-~ﬂ% &J%“f\,w

en de eerste term rechts is nul omdat ¢ 8(:] =0.
Stel nu dat X als volgt gegeven 13

ST e

dan stellen dgze vcrgeliaklngen bij veranderlijke waarden der A 's ecen
stel van Oa 's voor. est men nu de coordinaten zo dat

D Sy 7

dat de X 's de coordinaten )Q 's van dit coordinatenstelsel in elk

g

der 's kan men § , - ﬁ “als coordinaten gebruiken Wordt dit
gedaan dan treden dusét- ~~~~~~ § in de plaats van? - ;;q"en de
doorsnede wordt nu
/'. ? \E ?‘1 Ml }“
¢ .y - - = H
7’6) /3, A !,'ez A’ /9 )Z /% .'»

Dus geldt het recept:

Om de doorsnede van M ) te verkrijgen laat mgn eerst alle
termen vallen die cen of meer dyr (nicuwe) maatvectoren e) N ,g;;
bevatten en in de overblijvende als functies van ;' ..... 5”‘ beschouwd

vervangt men fm‘*) . <%“door de constanten ,(1 oo™

) 3
Wordt van een vector ’WA van de klasse K de doorsnede met "\ém

gevormd dan ontstaat aldus een vector /hﬁ van een klasse }1n X/M
Het verschil K = K — K’ heet de index van het functiesysteem

- -, o t.o.v, rh& X t2 berekenen hebben we nodig /241“ de
otatieﬂ/l/ n de uit /74! en /Z'{,Fce berekenen r-lj der f‘/ 's. Haaw?d/“ is
de doorsnede van /W™, }(fde doorsnede van en dus iedere g de
doorsnede van de overecenkomstige -, Om dus zulk een te ‘r')frekenen
laten we uit de overeenkomstimg’?‘ alle temen;ﬁg? J;’ m:‘,m vallen
en vervange'awn”}n de overige s S doord £ -- —,fﬁ . Let men
nu op dat .,(ZA = 0y enz s dan volgt dat "ydan en alleen dan nul is
wanneer A

g f +§ .
O A .‘_...AJ&\? VARSI RN

¢
A@i%/’ / 71]
Ne%@t eerst het geval /)ér__f/h-vf , dus slechts één f‘uncti:/ . Dan is
dus "‘i’f:ﬂalleen indien :7}120. Er zijn de volgende gevalle




f

- 21 -

I K» oneven) R .

o4
a) f%c? /t{u«! y ?é o
een opl. van C' ,.\S;Ien dus geen opl. van S: ¢

/C..Kko 7

7.8) b) =0 pmaar J]‘ 0
g/ ] I% _ (‘}

een opl van & =S‘: maar geen opl. van \.C .

~
.Jr"‘*-g6 K 4 4 k=1 7
c) :f , omdat JZ =0
/ ? n opl van 5 \f en dus een opl. van \g /_._ .S;’

II £ even) c? ,2/0—4;—

k2 3 (zie echter later)

w,/ 5// __ P
;/ j:n opl. van \f; = Oy eh dus geen opl. vangg _.\g

7.9) b) ?’77:(; naar ﬁﬂ;fm #0
S\l

Y/
/een opl. van ﬁ = §, maar geen opl. van Ug " 5;/’

L1 5 ka1
7/ =0  omdat y 71 =0
-een opl. van j JD en dus een opl. van f Sy
K«g k ,z k> 9 (zile echter later)
)

We gaan nu bewijzen dat in alle gevallen K) /(f 2 is, indien " cen

oplossing van J; is. Neem het coordinate stelsel zo dat § XZ{/
L
dan 1is dus .,,.{-ﬁ een oplossing van f en E = const. een integ van

y Bijgevolg neemt \F de vorm aan
/d(gm ) S
-
7.10) 5 ) "W ol éﬂ =0 } Dit zijn de vergelijkingen van }*32
. ; ’,
A, 7Ry Jgﬂ _0 horende bij de doorsnede :},;)Z, ;

f’&tlghofé =0 <=—---/? A e, A

ﬂ

x’ We weten nu dat \? volledig is, dus dit moeten precies%f“ﬁon'afhan-

kell jke vergelijkingen zijn. Laat men twee met pijl aangeduide, ie
zeker onafhankelijk zijn weg dan moeten er ﬁu een aantal < <@

N s / ]
hankelijke overblijven. Bijgevolg is t ﬁﬁﬁﬁﬁ A4 d.w.z. X&

..¢ Hieruit volgt dus dat in de gevallen Ie en ITe juist % frgen k=2 .

Samenvattend hebben we dus nu verkregen
k: 0 als ¥ geen opl. is van \S‘ en dus ook niet van S’
7.11) K- a1s Y cen opl. is van S "maar niet van S

,{"_‘&als f een opl. is van S’en dus vanf,




- 22 -

Een functie met index O bchoeft slechts aan ongelijkheden te
voldoen en kan dus zonder integratie bepaald worden. Voor een functie
met index /f is integratie van \9/ nodig, dat is van een volledig
systeem van /- vergelijkingen Dat kost in het algemeen een operatie

OX Evenzo 1s voor een functie met index 2 integratie van J:?
nodlg dus in het algemeen een 0 - Maar er zijn ultzonderingen.

Is =4 dan is a Fu een functie met index 4 en kunnen we
dus met een Q u 't Is 9 dan kunnen we met cen O een functie
S met index) bepalen. Dan is ))'J S=0en dus is/bf)‘ van de vorm

(IWA =2 3)‘5‘ . § gevonden z 1jnde kan Z zonder integratie bepaald
worden en / heeft dan index '[ . We hebben dus de volgende kosten-
tabel voor één enkele functie

index (0 geen integraties, bestaat alleen voorkﬁm
index /; OK voor }(

7.12) 07 voor k ==2
(_‘) voor /;C:/]
. . index 2 O

3/ Z1Jn er meerdere functies} ZH, - ,!/ ; dan is de index t.o.v.
Wy zeker ( q(hﬂn)omd ot e doorsni ding na elkaar uit kan voeren
en iedere functie ten hoogste een klasseverlaging < kan geven.
Is inderdaad k =2(’h ~m) dan heet het functiesysteem geconjugeerd t.o.v.
/W;. Elke functie moet dan index ,2 hebben, Om een geconjugeerc} func-
tlesysteem te ?;galen zodat men dus eerst ecn oplossing van S:? :

7.13) =0

a4

Dit kost een Dk . Stellg is dic oplossing, zoek dan een Zl‘die

tezamen met ]/ met 1;‘ laa.gt- ; o
7.14) ‘

. d'» J-/I'

!

!
Maar dit is equivalent met een S -vergelijking in de )é, J,[( = Ccon-
stant. Dus kan zeker met een operatie 0'( -3 wordcn opgelost oem die
oplossing 7 en ga zo door. In totaal zijn de operaties

7.15) 0[-3 R 0,(;_, 2 (m-am) +1
nodig om één geconjugeerd functiesysteem vast te leggen.

Indien A = lfhwmd—«[ dan heet het functiesysteem semigeconjugeevd
Elke functie moet dan Of index -/ Of index J hebben anders kwamen we
niet uit. Men kan dus beginnen met een functie van 1ndex/)‘ , dat kost
oplossing van S 4 : —

Y
7 16) th:; 0

dus een Ok Noem deze Z . De verdere verlagen alle telkens met 2 .

Los dus eerst op J +2
a
7.17) ' =0.

enz. In totaal is er nodig
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4 \
7.18) O by
_,Mapr het kan ook anders. Verlaag eerst-f.~».—- | maal met 2, dat geeft
{, - ? met behulp van de operaties
7‘19) )K"!’(jﬂ'-‘ v ’ ’(‘Ki.-‘)_(n-:/n)
en de klasse is nu gedaald togff"k(w‘fh"i). Nu willen we nog één ver-
der naar beneden en dﬁs moet een oplossing zijn van
T Ty - ,
‘7 ! /)

yg}p zich afspeelqvgn de th
t = const;...; 4 = const.
oor die oplossing is nu nog nodig een

, met de vergelijkingen

(jyfh'}(}wﬂu) vt Kk > 2(%*1«)
7.21) 0, T ST TR
Uu . k :.1(u"4h1~1

8. Het theorema der Klasseverlaging

Wij bewlijzen het theorema

Opdat bij e=n gegeven veld ¢, van klasse h Juist_een systeem van

A
¢ functies ksn worcen gevonden met index i 1s noodzakelijk en vol-
doende dat 04 k<k
8.1) LS 2k
]("K % h = r»

De noodzakelijkheid der voorwaarden is triviaal. Het bewljs van de
‘é$VOldoendheid wordt geleverd door inderdaad
ren. Wij doen dat dan zo dat er zoveel mogelijk functies zonder inte-

. functies te construe-
gratles bepaald worden en bepalen tegelle voor de anderen de ten hoou-

ste nodige operaties.
[ )

. willekeurige functies bepalen een systeem vaun .- ,_waen
(2
de doorsneden van deze met:lf hebben zeker een klasse < J.-4t. Is nu
e T }(maak dan dat deze klasse e - At wordt.

Daarvoor is n.e.v. dat

7£ i} 7T - At
vQoor e

en hier blijven alleen de ongelijkheden omdat een alternerend oproduct
van meer dan JL factoren altijd O is. Is 4i1-{( > lmaak dan dat de

=
klasse van de doorsneden precies is. Daarvoor is n.e.v. dat

N i j =0 voor Ty
8.3) 7%{ ( |



P 7 S
i : - a i
maar ock hier valt de gelijkheid weg, omdat § =0 voor T>K . De
functies hoeven dus alleen mear aan ongelijkheden te voldoen sn kosten
geen integraties. Ge door met het eerste geval, De klasse is nu M-~

in een X«\-—u en deze moet gereduceerd worden tot K‘\: . Dat kan al-
+ijd met behulp van '

é8.4) . ;—{fn-u*K tk »ﬂ n=0 of 1
functies en het totaasl aantel functies is S , dus
8.5) u*"}{"l.“iu-iKrikﬁw\:S

of

060 uerSeKokoag
Nu willen we het aantal w maximaal hebben en kiezen dus =0 . Dan is

8.7) 0=25+ K kom

en omdat hier m-u §\< is
8.8) | (zK ~1m 42 zk k

Nu het tweede geval, Hier blijft de klasse eerstK in een Xm-u . Dan
zijn er nog nodig ;—k of ﬂkﬂ) functies die de klasse o K-k brengen.
Het totaal asantal fuacties is dus

8.9) urtk (k even)

S -

uri(ked ( k oneven)

S-1k  ( k even)

dus

8.10) U =

S-i(\m) ( % oneven
en aszngezien #M-u 3 K is hebben we nu

8.11) 1K -am 1S g\wJ

Dus, recapitulerend:

Voor 21K-im+29 >k Voor JK—zn +1(3 £ kv
Bepazl cerst w29 +K-k-m functies Bepaal ecrst 6—‘11\' of S--;.(ku)
zonder integratie, die de klasse functies zonder integratie die de
brengen op klasse onverandexd labten en daarna
a-w=am-1S - Kak th of #(k+) Functies die de
Bepazl daarna nog n~S+k-K klasse op i< -k brengen., Dit kost:

functies die de klasse op K-k
brengen, Hiervoor nodig de opera='.
ties

Qm-zS-K+k*) s OML ’1Sa-K vk ~3,,,...~ \(oneven: K= \(“ : OK-:, {)(V‘,,S}_w ,

b] K—‘c-ﬂ tK-r\‘/ ;05_' {'}K"'B; .

kevent Oy, Oy, - Oxokpy
{K sk e OK_..,\OK-g: “"Q("k*l:oﬁ~‘k+i

(o

¥

!
[x]

<N
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§ 9. Kanonische vormen van w, en w,dd’

z2ij zg*e de klasse van Wy en é, ...... ,$ een systeem van P functies met

b

index 29 . Kies de}" dan zo, dat §,.. 5 2" . % onafhanke-

A
lijk zijn, w, 4%  kan dan als volgt worden uitgeschreven

1 Pt
Y 1 O

9.1) W)\dng:} Y 1ud§+....,+ad5~

wearin w,.. W functies van é,..u.v,g,g ﬂ)....'..,gn' zijn, Daar de ipn—
4
dex 29 ie ontstast uit (9.1) een vorm van de klasse & indien S,. .S
door oonstenten worden vervangen. Bijgevolg is voor €=t
el f’f "~ m
9.2) w dF +oeau dl
4 f
een volledige differentiaal indien in deze uitdrukking $,....- Vo als
parametcrs worden beschouwd. Er bestaat dus een scalarh(g\q zo dat
+1 f«rl " “
9.3) f A ot ¥ 'Q% $
u W £ e S - it - d
dg + + é d'f\« ,aa 3 )

Uit (9.1) en (9.3) volgt echter dat ‘\JXG\E\ kan worden geschreven
9.4)  wdtt e dhrdtdy i faf

Op dezelfde wijze wordt bewezen, dat voor £so een vorm bostaz’
y o4 PP
9'5) ‘V)}‘Jg t'LdS"\" ...... QQ&S

A
Men noemt (9.4) en (9.5) kenonische vormen van M dg . Het is interes-
sant voor kanonische vormen de vergelijkingen der dragers, rotatiedra-

gers en charakteristieken te kennen:
o

5
y/ ) p
‘ p = const,y s = const,;...} S = const.
- . 1
§ ch(a;-...dx;?ger)s. 2 = const.j... 'f = const,
= -k = - 1
Klw nck =K ¢ =const.y... 2 = const,
rotatiedragers: 4 P
(sz) 2 = const.j...3 % = const,
S =const.;...; & = const
char.(x y 1
‘ﬂ*} 7 14X :...:§=const.
K=ap |
4 p
dra. ers.-.rotati?dragers S= const.y...: S = const,
X, x =X
~ “42 4
" f 1= const.y,..¢ ‘2 = const,

In de kenonische vormen vere;schij;t {w)‘ als een veld van de klasse K
in de Xk van de varisbelen ER, S, S, 2, ’% dat ontstaet wanaeer
¢ X Sugrledn.
~ 1eX, wordt samengelegd nsar het normeal
. kingen

X,,,_K’g met de vergaliij-

1 4 i P
i 9.7) Ef« = const,; S =const.g...35 S = const.; 2 = const.j ...z =const,
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© Dit zijn precies de dragers van Wy

Voor g£=1} is
29
‘j ¢ . " 9 P
9.8) )"'“";Mf =2 ZD" S)‘z """""" z\z?-l S)\JY}
2?'{»?
LV
, z?w 8y - 2)\,,, s MW,]

en dacruit volgt dat voor V( even een veld in den kanonlsche VOorm ner-
gens een punt van vermlnderde klasse heeft waar die vorm geldt.

Een veld van even klasse in de kanonische vorm heeft echter punten
van verminderds klasse gegeven door

90?3) 7 =¢ ').A.-“")T P )

y In die punten is (-0 Yi,zf ,cs.ok =0

Heeft me:i twee Ve,ueﬁqu en um die in de punten § erl i niet van ver-
minderde klasse er van dezelfde klasse V& zijn, dan K .0 men twee coordi-
; . \=, / tl\\
natenstelsels 5 erzg 1nvoeren, zo dat w, in een J/ 5 ) 1n de coordi-

{

_ S\ ; .
naten é en w, in een 3ﬁ(§ in de coordinaten < den kanonischs

A

vorm heeft wa=1ir de eerste P\coordlnafen voorkeman en €2 andlx

oulv-~

)

breken, De velden hebten nu elk op hun eigen coordinatersysizen en in
hun eigen gebied precies dezelfde vorm en kunnen dus ronder meer 0p €l
kaqg worden afgebeeld, Men zegt dat zij isomorph zijn. Tvee coveriante
,ff:Vectorvelien zijn dus dan en alleen dan in de omgevingen van fwee ge-
wone punten isomorph indien zij van dezelfde klasse zijn, géghgkkgffféld
is autOLSomorphln ieder gebied van constante kleese, Men make zich dui-
s delijk dat bijv. een scalarveld nooit autoisomorph kan zijn wanneer het

niet constant is,
n o
§ 10. Eigenschappen der functies fu,s m 2 j,01:4,“WrP

4 k _
Janneer kan een functie van § de rol van een veldfl spelen voor K
oneven? Dearvocr is n,e,v, dat

, A
10.1) a’u?’l\ j w)\ ~ﬂ()x*\/
een veld van de klasse.2? ig., Nu is echt=w
+i 1Pt 1y

10.2) '”j Y

en dus is n,e,v. datﬁl een oplossing is van not mied Loemogens lineaire
pertiele systeem van differentisslvergelijkingen
apvi 2p

10.3) SRR b
xJ
Uit (10.3) volat
1P+l 3¢

10.4) Aj)’ =0 jfb
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en’p, moeu dus een oplossing van 5 = S‘, zijn die niet tevens oplossing

van 5 5 is. Me.r deze beide voorwaarden zijn niet voldoende,
Brengt men Wy in de kanonische vorm

A a3 ﬁ?K
10,5) Wiz +d gy roshie
dan neemt (10.3) de vorm aan

A K 2 K
; - - BTSRRI » 0

en dit is equivalent met
10.7) Z&fb'i Y ?&,h,sd y, W =¥<+g ..... .

Bijgevolg is (10,6) of ook (10.3) een volledig niet homogeen systeem met
de algemene oplossing

10.8) fu- g‘ - ¢(§L,----~-,§K)

bevattende de willekeurige functie 4> . Is p geen oplossing ven (10.3)
dan is de klasse van'wygelijk aan 20+! . o~ .

WJanneer kan een functie van ?)k de rol van een veld 5 of 2 spelen
voor K oneven? Het is duldell,]k dat iedere Py is een functie van index
2, dus een onlossing van 5, =53 . Ook volgt uit de afle ding van de
« kanonische vorm dat iedere oplossing de rol van een s kan spelen,
Lu is
10.9) #\4;&: cd("’l#’;ﬂ;)—-;d’l o
en dazruit volyt dat % en Z verwisselbaar zijn., Voor de functies «
geldt dus dezelfde eigenschap.

Stel nu dat K even is. Dan volbt op dezelfde manier dat voor de
functies S alleen onloss;mgen van S S, d.w.z. functies van index 2
' in aanmerking komen, Maar de s. en 4 zijn nu niet meer verwisselbaar,
Voor enige functie van het soort z is n,e.v, dat

l e 1] -

van de klasse 29~/ is, Nu is,k _,
2¢ 19 -l 3
'Aj -Pj ? o~ ’f

10.11) =4 -2pz A
1p-1 ap=

“3 =Z-P3 #0 )

en dus is n,e,v, dat 2 een oplossing is van he”c stelsel niet homogene
lineaire pa:t;b?lele duﬁiﬁntaaalvergelljklngen

i Y2972 =0
Uit (10.12) volgt: 2P

10,13) i | :
4

10.12)
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} r
Dus moet ¥ een oplossing zijn van 5,==S1 die geen oplossing is van
{ 4 .
5,=9, » 4.w,z. 2 moet een functie met index 1 zijn, Maar dit is niet
voldoente., Wordt ) in de kenonische vorm geschreven

{2 K-1 K

10.14) (PR N ¥ 4

dan volgt na enig omrekenen dat (10,12) equivalent is met
</ ¢! K~

10’15) /-4 {g 3/2'1} + g DK“I 73’0

aw i:o ;w¢\<+l',..n"/ﬁf

Hieruit volgt, dat jedere functie van L., §% die homogeen is
van de graad 1 in§ , & ,...éK" een oplossing van (10.12) is en omge-
keerd, Is « geen oplossing ven (10.12) dan is de klasse van ‘w, gelijk
aen 20
Samenvatting:

T : functie met index 1 die een oplossing is van het niet
K oneven homogene stelsel (10.3);

S enz : functies met index 2

$ 3 functie met index 2j
K even # ¢ functie met index 1 die een oplossing is van het niet
homogene stelsel (10.12)

Heeft men eenmael een kanonische vorm dan kan men gemakkelijk een
stelsel vanS functies met index k zonder integratie vinden, mits aan
de condities (8,1) is voldaan. @ o

Is K<™ dan zijn er behalve g{\, R A K nog n-K
onafhankelijke functies, noem deze overtallige functies,

Kies nu voor

oL o
keven: 1k ven de 5  en S-tk  uit de tot deze & behorende z

en uit de overtallige functies

k ‘ 7
onevens z(k~:) van de 2 -} o w
S < 4fk+) uit de $ behorende tot deze 2 en uit de

overtallige functies; oo
de funct«i’eﬁ voor K oneven en een der & die niet tot de

gekozen Z behoort voorK even,

§ 11. Gelijkvormigheidstransformatiegs en gradienttransformaties.

Bij de gelijkvormigheidstransformatie

11.1) W = T Wy
is voor iedere wesarde van v
l: ) ay y-1 -
11 » 2) :1 =g A} +avaq- < 3
‘;)M) ) 1943

11»3) 3 = " j
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rd ¢ VPP el el R
Ty y | R - oV
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Dus zijn k en de cherakteristiekxen inveriant, (Volgt ook uit de invari-
antie ven 5‘,)

Geval I: K= 20+

1pel
Y 3o
11.4) '191-1* J‘) 2§+f
=(1p+2)T’ T -
z,;ju.s p ) \\}' £ 0 voor I~ index O
1 =0 = 0 voorg- index 1 of 2

Voor K =N .:LS de index van @ ncoit nul, Dus:
K=fwvoor G index O (nooit voor Kem )
11.5)| Keapr

(:K:kvoor T index 1 of 2 (altijd voor Ke=m)

Geval I1: <=2 P

1/

A e .
,‘{ ) | # 0 indien/T geen oplossing
11.6) b is van (10.12)

= 0 indien dit wel het geval

is,
Dust 14
| K-, K =K indien/T geen oplossing ven (10.12) is
11.7) i P 'K -K-1 -k indierg;"’é’ een oplossing van (10.,12) is,

Door een gelijkvormigheidstransformatie kan de klacse dus altijd tot
k worden verminderd mear niet verder, Hiernit volgt dat k het minimum
aantal veriebelen is waarin zich de vergelijking &)Adgk;". ¢ laat_schrijven

. . . N
Bij de gra dienttransformetie o
11.8) ‘Wi =Wy o+
is voor iedere wesrde van 2V
2y b3y
11.9) SR

1%! 4}

11.10) 3 3 N'}

Dus zijn <¢ en de rotatiedragers invarient (Volgt ook uit de invariantie

van S)) ap
 Geval It K:i@ﬂ “jfo N
9 oagh e (4 C indien ), geen oplos-
=1 40 sing is van (10,3)
11.11) Ak = 0 indien dit wel het
Aj =0  geval is
Dus: ' ' =it T
11.12) K=1§>+' | ,K‘«'-K indieng geen opl, van (10.3) is

-{-;:«W@'W“%* sshEmsE “’s‘g‘%‘ ;

-
"K=K-1  indien'§ een opl. ven (10.3) is.



Geval II: 7? = ng , 1P
11.13) /‘Zjo P

{;4 0 voor 6" index 0 (nooit voor JP=n)
= 0 voor ( index 1 of 2 (altijd voor

jfx n)

779_ p Ve 77 rvoor 07 index O (nooit voor 7= ny,
) ‘979 = 2 voor ¢ index 1 of 2 (altijd voor X=na)

Dus

11,14

§ 12, Het invendige probleem voor ¢ = fo-fo=s

Gegeven een ?/i /—veld door de vergelijking
) p)
12.1) wy, €= o

waarin #/y een veld is van de klasse TP . Men zoekt de ocmhulde XHZS voor
de maximele wazrde van /e, De doorsnede van @, met ecn dergelijke /\/,n
is nul. Het »Hrobleem is dus equivalent met de constructie ven alle
gtelsels van n-m functies met index 7? . Nu gaan de condities (8.1)
voor K = 78 5: n-m over in

(12.2) 2(/1-—(7'?)& y?: 2P+£

en dezruit volgt voor de meximale wacrde J van m

(12-3) )):n-f_s =7’),_7LO+/3

Ol nu een dergelijk stel van/ﬂ+£ functies werkelijk Te bepalen, in--
dien W/, in de kanonische vecrm
(. . . . N I
12.4) uy= €9, JCO"“/O[()JZJI:IJ“'-'/J/é:"'./o

g2gs7ei is, passen we de regels toe van § 10 en viaden de P4 <&
ver -«lijkingen ‘

K
12.5) Ex°= Const ; X = Const ; £ = A

Vergelijken we dit stelsel met de vergelijkingen der dragers, rotatie-
dragers en chcrakteristieken, die hier de vorm aannemen (verg. § 9):

A
dragers: £J(,°=const.; X =const.; /JL- =canst,

/Xn-P/
rotatie- £
12.6 dragers X =const,; /31' =const.s 7{_" =t,.. ,f-
( X"‘Q— "]a} k
sharacteris- EX °=oonst.; X =const,;
tieken: .. o . JP—
Xn.» P £f :.COHSt.,./{)}./J&, Ce /:’j‘ =const.
dan zien wij dat iedere omhulde X’n P bestaat uits
et
T voor £=¢ ¢ ooﬁdragers (=rotatiedragers) en oo charac’qe;is-
12‘7 tl@;{en.

' r C e
voor &=, t oo drageérs (=charakteristieken)
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Uitgaande van verschillende kanonische vormen vindt men op deze
wijze verschillende stelsels van omhulde X;S « Bijve.

1 3
. _ 23 _ / ek 3 2
12.8) Wy -@)’L(ﬁ @A—‘)A(gﬂ‘ﬁg)—,gea
We gaan nu bewijzen dat men alle omhulde "S5 m Y kan bepalen
zonder integratie indien men over één kanonische vorm beschikt. Zij

12 9) w;) = £()AJCO+/3}7L&) :OD)[,{)Z—I-‘.,/?

/ﬂa kanonische vorm. Het bl;]behorende stelsel van/ Xy Swmhuldw W = ”’?»”if
is

12.10) Ex® = const. H P conste

Noem dit stelsel M. Door elk punt van het beschouwde gebied gaat er
één. Neem nu een willekeurige omhulde Xm- Dan gaat er door elk punt
van X,,,Z (in het beschouwde gebied) één X,, van N'. Deze X, heeft met
m €en Xv,cmruz? s TErn-y 3 n-V-rm$ T € rm-m i8€M€EN0 en dus
bepaalt de X met al deze QO - snijdende Xys juist een Xn,?;

Het hele geval degenereert
voor T =sn_.V , dit is het uit-
zonderingsgeval waarbij de an
juist in een der X,'s van A/
ligt - Letsn wi) dat geval bij-
zijde den bewlijuen:

AV

in A, , lisu =én en slechts
\
een Omm}gg Y o» dir X, h2-
vat en Geze us=incort nist tot Ji/\

Zijnde vergelijkingen van X,

12.11) %al/c,x J J/ 2}0‘*6?‘? J‘gn/ @,M «f{'\,:ﬂwﬁ ;i%m

lf‘l"é-f ’

dan is de rang van dit stelsel 77/ 7. « De rang ten opzilchte van/:ljg
moet minder dan - zijn andetrs zouden 7 -#2 dezer variabelen
uit (12.11) kunnen worden @pgelost er: deze oplossingen gesubstituveerd
in (12.9) moesten 0 geven. Voor £ =7 kan dit zeker niet, ¢, ¥ ° kan
immers niet nul gemaakt worden. Voor & = 0 zcu het stelsel (12.11)
equivalent zijn met/3 vergelijkingen /0,‘ =0 en nog n-m-p verders
vergelijkingen. Dat zou met zich brengen dat het beschouwde gebied
zou liggen in het gebied van verminderde klasse (verg. (9.9)) hetgeen

g .

we ultgesloten hebben. Dus 1s de rang van (12,11) ”c.,o‘-_,vc/a,uzfzfﬁf-l-?‘gj ?

p;elijk N-m-CT", T, s en daarui't volgt, dat uit (12.11) juiss
sz-zf/ 2

z Verg«e].l;klngen kunnen worden ageleié., die / voeoe e ,5

niet bevatten (eliminatiethaorema):
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(12.11) neemt dus de vorm aan

@) zf‘vmféx”,x%:o

12.12)
o) f’x/‘g}(tx%}/"i:,gzﬁ:cif/':én)" 0

en daarbij moet de rang van (12.12b) t.c.V. /JL- ; Sczﬁﬁ‘:/. . :gn juist
gelijk n-m - 7’'zijn (in de nulpunten). De doorsnede van de Xm, met de
vergelijkingen (12.12) en de XV'S(12.1O) verkrijgt men door in (12.12)
de x° , ¥ te vervangen door constanten. In elk dezer /Yy s kunnen
/o/) \S“f”f*.". o £n als coordinaten worden gebruikt en (12.12b) stelt
dus precies in elke X,, een Xv_n+h__* 7+ Voor. Dat wil dus zeggen dat
2= z’en dat hetzelfde getal dat geometrisch de ligging der th.o.v.
de snijdende Xy's van /Y~ aangaf, algebraisch het hoogste aantal ver-
gelijkingen in J(j)(kaangeeft dat uit (12.11) kan worden a fgeleid.

De 7 vergelijkingen (1:.12a) stellen de Xn.tvoor die alle le's van
N bevat die ten minste een punt met Xm gemeen hebben. We moeten dus
bewijzen dat deze 7 vergelijkingen op één en slechts o¢n manier kun-
nen worden gecompleteerd tot M-V vergelijkingen, die ni-t in strijd
zijn met (12.12b) on w, c[_g"nul maken.

Aangezien d= £ {12.12) omhuld is, is

iy,
12.13) Eeln’ 4 pydo'= 0
esn gevolg van (12.12) en
O . M P~ X _
12,14) C‘/ﬁ/ 'J/“ ﬁ_ = 0 ; C/_g ()/‘ Y/ SR PR/
Yooy A R
of in andere vorm
.. a :
cat UL g KR,
12015) . C)?Co gjdvré; - J '\J12‘{!'”.1/)#“’:%!3*5*5“-
Eebns YK X u e i i R
S50 " ol x .f.)../;nl-ol/a;{z_[_,./. .gg.f)dg)_f_o.
x ox’™ b/a(~ < «Srw" d

Bijgevolg moeten er coefficienten ;Zéz R ;5« bestacn todat

o / N
R A N .

okiarn
~

C12.16) Y dx® Qu® Yy

4 oF% L 4, o Y Whie

n X2 4 Qx v 0 = 0}& di
a)(( ()}(l : (’}C}ilv”

gedlt ingevolge (712,12), Indien de Séx niet alle rul weren zou (12.,16D)

uitdrukken dat de rang van het stelsel der f” t.0.v. de /J, §“’

kleiner ware dan = .~ « Aangezien deze rang schit=r p;jecieg ri-rre -y

is moet Qﬁx: Ozijn en is (12.16) aequivhlent met

ol

1



a) éz'ép/Q()FQ

12.17) du’
& =7, >,
J"'Jé‘/
a o
I R Lo P
Qxt

en dit stelsel moet nu gelden als gevolg van (12.12). o _

Voor & =/wvolgt uit (12.17) dat tggminste één der ff werkelijk
X ° bevat. De rang van het stelsel ¢ is [ en men kan dus altijd
(12.17a) met ¢-€ vergelijkingen uit (12.;71)) combineren tot een stel-
sel van 7 onafhankelijke vergelijkingen, lineair in de ;éa o Uit
deze kunnen cle %worden opgelost. Substituatie in de andere PreE-T
vergelijkingen geeft een stelsel vanf* £-7 vergelijkingen in
Jéj)( 1/4,(. dat moet gelden als gevolg van (12.12). Samen met (12.12a)
vormen deze vergellijkingen een stelsel van fr‘ £ =n-4y vergelijkingen
dat de gezochte Xy voorstelt.
gebracht tot de ccnstructie van de meest algemens cmhulde Xy . Om
die meest algemene cmhulde X), te vinden hebben we dus het volgende
te doen:

De constructie van een willekeurise comhulde XQ is dasrmede terug-

Regel I voox de_constructie van de meest _algewene omhulde Xy

1) Bepaal een csncrische vorm (12.9) van 4« 3
2) Eies en gedal Ty, en Snm.yvs

3) Kies [ willckeurige vergelijkingen (12.42u) ja <47 % A mss
analytische Tuncties }\’“ en zo gat &Lxen T_¢ doar o A Kunrerp

worden opgelosts
4) Schrijf de vergeliikingen (12.17) ops

5) Elimineer de c/ﬁo/_ uit (12.17) en voeg de overige verngelilzinger
(12.17) ra substitutie van de ¢, bii (12.12a). LiT_pesfy de n-v

Yergelijkingrn vaade Xy.

1

De meest algemeens X,, hangt dus af ven ¢ willeckeurige functies. De
4 o [ -
meest algemene Xh wordt verkregen door Y- wilileke rrige onafhanke-
lijke vergelijkinger tne te voegen.

. N K . ;
Uit (12.12a) kunrsn &x °en &-¢ der X wovrael: Togelost

[~]
12.18) > Ex’s cwx?
| b) o Ut & Y4 SO =T g
20 = @ E/x") Ko<z-84,, ,

plaats van

a) E = £¢é
12.19) B)  p,, - ¢,m
c)

N

/ RN
en dien'tenge%lge resmt (12.17) de vorm aan (schri):
(@

Py = - Ju’ ~fo,, dw”



Het voorschrift luidde: elimineer de 541 uit (12.19) en voeg de overi-

ge vergelijkingen b%ij(12,18). De vergelijkingen van &e X zijn dus
(12.18) samen met (12.19¢), of ook, indien men invoert:

12420) W aé_-’{ - £ w"(;c/g/ —ﬁawm’(x/z;

o = 7, .. -y E-£
. f /=&AL ,/b
in andere vorm
Ex®= _ W ot
12.21) x % _ ()/
? /)/“"az /3,6’* + %_f{l/
Men kan bewijzen dat (1c. 21) altijd een omhulde
wanneer W/
voor & =/ een willekeurige functie van /302 ’ %/g is
voor £ = ¢ een functie van /’n , X" , homogeen v.d. graad
in de /,.‘A.’:az is.

]

/,, voorstelt ook

!

Dus:

Regel IT voor de constructie van de meest algemence omhulde XV:

1) Bepaal een canonische vorm (12.9) voor u/,) s
2) Kies een getal p2/ en €p+¢

3) Kies een functie van /o, senne ,/og_a. y X £ X “’p. analytisch
en voor & = o homogeen v.d. graad 7 in A, y/ Py

4) De vergelijkingen (12.21) stellen de meecst algemene omhulde XY
voor. Men kan zelfs iedere X, i

EE /Jl /65-;, ...k..:.l‘..e—-.s—t'

De meest algemene Xm wordt weer verkregen doow V-4 vergelijxingen
toe te voegens

wannoer men W/ 1ineair

e

§ 13. Andere geometrische interpretatie (in een ‘><‘/‘w,< ).

Tet nu toe werkten we in de Xm, van

¢ 1301) g;«l aJ X r‘é.l /9( J jjf:isfl. - .(gn

Alle speelt zich echter eigsnlijk af in de /\/,j@ s oven X5 /"j/

die uit Xm ontstaat door samenlegging der X,% naar de :'.ha;‘ms (dit zijn
Xn_zf,_e‘s) van &/ . Laat dus voortaan j"ff‘*&‘:’ (_5 weg 0f, wat

hetzelfde is, neem M = LPFE .




r
Nu veranderen we de notatie en schrijven

v inplaats van

° woox %
oLk
13.2) w/‘ " " /o‘:
Kder.... nu 0 z;/(-./a..../a
2/.4+ € n 2}0+ £

De canonische vorm (12.9) gaat dus nu over in
13.3) EoLE+ wy £

Voor &= ¢ Ybeschouwen we nu de &, als kentallen van een covarianten
vector in de Xﬁ, der gk,. Dan stelt de combinatie géj‘”z een vector-
element der Xh’ voor en de combinatie .gf[ wy | eey element der X,,,.

Dus: ¢

-t

“; £
Kromme cg" y [w,/ in de Xm = (n-s )-glement der X,,_, .

k
Punt der X%der_g en W, = Vectorelement der X, aer rgk

[

. .. e ~ C
Volgens Lie ziin twee vectorelemen’cen,ﬁ y &y oI F§+55 Ty Wy £y
en ook de corresponderende (M -/)-elementen in verenigde ligging als

, Cer
13.4) w, od £ = 0

Dit betekent, dat er temminste één Xw_, bestaat wearsan ze beide raken

(slordig: dat punt van de een in -, ., van de andere =1 omgekeard) .
2ry-monafhankelijke vergelijkingen in _{’ &4y tepolen een stel-

sel van 00O vectcrelementen of een /()'Z’/m . ve 7., hest homogeen indien
de vergelijkingen homogzesn zijn in W, . Behoorh op £ Kuy tot de %,
dan ook «gk , Uy - In dat geval bepaalt de /,.‘Z/Z,:?, cen 2nolesl van
oom"ﬁgéi.s of een T Lpn_, »

%m, wordt genoemd ’4‘!/:1, als alle vectorelem~nten 1lie naburig zijn
in verenigde ligsing zijn. Lvenzo WL = M. ..
Voorbeeld: De vectoren in één punt der X,, vormen ces ?Zm die f‘/; ’s o
Evenzo vormen de vectoren rakende aan een Xm, in }‘/wa, e3n '\{,: en de «fmi;”
rakende aan de X,,_,,Uee:c. M., . Deze speciale A, en /"\[;/_: s worden
genoteerd NN;:”‘en /I”h:m' . 21] 2ijn volkomen vasigelzgld als de ,\{
gegeven is. N

Kan men uit de 2mn-m vergelijkin_en der ﬂm Juistw-f cnalhankelijke

2

%\

rang te.o.van de w, juist vw-wm+tis), dan bepalen deze vergeliikingen
een X{; s het veldgebied (fieldregion), der Télm of S«SZM_' < T heet de

vergelijkingen afleiden die alleen de ;K bevatten (a.e2,v. 1 dat de

. » N - .
velddimensie van de Nmof ?Mm v Men berekent gemakkeli jk
Q0 ¢t £n
13.5) e+ €t € oam voor niet homogeen geval.
me- st -y voor lomogeen gevala

U



&
o

Voor ditzelfde geval dus voor £ =o gebruikt men in de Xm ook
graag de coordinaten

; A o (KD,
3.0 X éfj’f ;X
K=Ci),«oo.,(ry
Dan neemt W/, c[(§ de vorm aan van een differentiaalvorm in XQ
13. 7) Wj CZX ' B-—]J . Jn(// Ja/n/
wasnrin //lé een c¢ovariante vector der /(2m is met de kentallen
13.8) ole oef
/A/ faf Wy //‘/(A)‘ o

In deze X nStelt iedere % ecn X voor. Is de W; een /\/m dan
geldt in elk punt dezer X dat L\/ dX is. hen JV,, is dus een
omhulde Xm « Van WB kennen we de klasse, namelijk 2n o+ Nu weten
we dat de maximale waarde van ™ juist M is (verg.(12.3)). Daar-
ult volgt dat c¢r geen JV ‘s met MON  bestaan !

We gaan nu de resultaten van § 12 blz. 29 in X n geometrisch dui-
den in X .

Stel dat de dimensie van cen /V% gelijk t is. Dan bustaat de Nn
wit oo vectorelementen in elk punt van een Xy en deze moeten alle

aan de Xf raken. De ‘\f is dus de }./ die bij de Xf behoort. Ga nu
ult van de kanonische vorm van W dX‘ in X

3 |
13.9) WB CY'X = WACJX = b\/)o/(gh

Het bijbehorende stelsel van omhulde )(n,’s is
K
13.10) ﬁ = const.

d.wez, iedere Xn, stelt de N voor die uit de ©o'’ vectorelementen in
één punt der X d@r{bestaat.

Ga nu uit van een willekeurige omhulde Xm van het veld [/\/E in X’Mn
Dan weten we dat uit de 2n—mvergelijkingen julst 7 vergelijkingen ’
kunnen Worden gevormd die alleen de (‘f bevatten. veze stellen in de

X der ’g een n_Jr:)or en de Xm is het beeld van een Mm die deze
Xn-*(, als gebied neeft en 7Tv-% als dimensie. In dezzlfde Xn,
leggen deze T vergelijkingen een ?f‘L . vast die begtazat ulit alle vec~
toren in de punten van de yn_h. Deze ’J‘bzﬂ . bestast dus ult deoco” "} :3‘
in de punten der )\ ¢ e Bij de X _ behoort ¢dén en slechts één

Mn T \ b
v, en deze bevat de }[m omdat de b“(, de conditie /‘/ dihP=z 0 ver-
vervult.

<1
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De figuur op blz. 32 wordt nu :
(men bedenke dat
">
V= n
en dat dus degeneratie op—
treedt voor T =v.)
De stelling ep blz. 32 is nu
vanzelfsprekend geworden.

Voor & =+ beschouwen we 7, &f . 4‘/ als componenten van een
covarianten vector in de nl,r,va.n <_§ r§ en W,,--,wy als ken-
tallen van een f in de locale {M, « We schrijven

WO oef Ka’ef (K def
13.11) ki (g ; s X

Wi
(k)= (1), 5(n)
Dan neemt de Pfaffsche vorm (13i3) de vorm aan

13.12) Wy dX ®
waarin
13.13) 7/1/ g ; W, CQ’[% J Zf/;)) 7t o

()= (,),. ey ()
In de Xm»/ worden nu alleen covariante vectoren beschouwd waarvan
het eerste kental nul is. Homogere 37, ’s komen dus niet voor en er is

J
een eeneenduidige correspondentie tussen de Wm $ ende m S
De figuur op blz. 32 kan voor & =/ evenzo aangeduid worden als

voor £ =0 .

§ 14, C, -transformaties.

C ~ transformaties (contact—tr. van de 1e soort) z:.yl die {rans-
formaties £ §°, ,é Wy > 8¢§ £ die £cl€’y w;c{‘é inveriant

laten op een w1llekr>ur1ﬁe scalalre factor na. Is dus

€€°: ¢ '90/ (5céé w,,)

14,1) 1gk ’(/ﬁ"(

<

3 4
Wy = 7‘;‘/)( b )

dan is de eis dat
14.2) Cleo’E" wyel €)= %’/f d £ wyds’)

. : X - I :
waarin ¢ en ¢ functies zijn van 5,_§‘3,f§ , Wy s Wasrvan slleen het @uotient

14..3) (x} Q(érédcb)wf‘ J/) ¢ Q(f‘gg 7/!/)



¢-j§8-
ons werkellgk interesseren. Er zijn 2 duidingen mogelijk: £;§ ,§
en.lw; kunnen worden beschouwd als

2

; . o £k
1° nieuwe coordinaten voor het vectorelement £;§,¢§.,ug
2° een nieuw vestsrelement waarin zjgﬁcgﬁlu; overygaat.

7ij nemen hier altijd de twezsde interpretatie. Bij een contacttrans-

formatie worden dus de vectorelementen overgevoerd in andere vector-

elementen. N.B.:. twee elementen behorende bij hetzelfde punt kunnen
- na de tranformatie tot verschillende punten behoren.

Daar (14.2) geldt zijn (: -transformaties die transformaties der
vectorelementen waarbij "verenipgde ligzing" invariant is.

- R : . . . o K .- .
' r is nog een andere invariantie, ££ ch s W, 2zijn de coordinaten van
een vectorelement in )Q;+€. Een bepaald vectorveld (met fw, =g )is

 dus gegeven door de vergelijkingen

14i4) ﬁ{6£ eg)

Laten we op dit veld een (? -transformatie toepassen. Voor de
- transformatie hoorde er bij ieder punt éen vectorelement. Na de trans-
- formtatie hoeft dat niet meer zo te zijn, meerdere elementen kunnen
in één punt bij elkan:y gekomen zijn. Dan vernietigt de transformatie
het character van ds Ji, vectorveld te zijn. Blijft het veld vector-
veld dan heet de C} ~transformatie t.o0.van dit bepaalde veld veld
conserverend (field-preserving). N.e.v. voorwaarde is zoals enig ge-
reken leert

< —_—y

5;(1)0!,. +(t)/4¢/()1fu) (5( sSt""(/ /g/()/u/

i
]
, P .
5/ ) y //\ . ()/u(ré j () { / (‘3 ’9}1 C)/llékfié},/u ;
|
t

S

14.5) 17 o

.
¢

» K

— -

()1»(2- ()):; 84\-&"\,___._:_{1

9 ng J )_E:‘ J S
Dit is een ongeliikkeid, dus"in het algemeen® is een C:-transformatie
voor enig veld veld-conserverend, maar er zijn uitzonderingsgevallen,
i Stel nu dat (14.1} t.2. van enig veld veld-conssrverend is:. Dan
- velgt uit (14.2) dat k en de charakferistieken die(:~transformatie

invariant zijn maar 2? en de rotatiedragers_in het algemeen nish.

Het doel is nu de meest algemene (L —~transformatie te vinden. Men
~ kan het geval £=740p §:0terugvoeren., Maar men kan even gemakkelijk
. algemeen werken. Voor het gemak schrijven we nu ¢, voor Fwy , en
f%evenzo Y) voor G“LUA .~ Dan nemen de voorwaarden (14.2) de prettige
' vorm aan

14.5) ar¢£-+ﬁ Cmig-qu



-39 — 40.
en dat betekent, dat de 2n+%+/ vergelijkingen (14.1) en (14.3a) in
de X Yn+yg der variabelen

148 EE°, €£°, £ co s g,

een Xm”ﬁ*@ voorstellen die omhuld wordt door het vectorveld be-
horende bij de differentiaalvorm (14.5).

Om dus de meest algemene C, -transformatie te vinden hebben we
maar de meest algemene omhulde Xln*‘ww{ebepalen waarvan de ve:f'ge-
1ijking,en zich naar £ JCS /Gv en clh {en evenzo naar g(fj 076':_,
en ?A) laten oplossen.

Daar hebben we nu twee regels voor. Terkende volgens Regel I § 12
(kanonische vorm hebben we al) hebben we U vergelijkingen te kieﬁen_

o A5 P Mg L
14.7) [ a{6£3 830,3&3@ 205 a=4...,1 /< s

en de volgende 2n + 15 vergelijkingen op te schrijven (we hebben hier
het geval van een even klasse en /J gaat hier over in 2n+ 1E ):

14.8)

Uit (14.8) elimine@:f?t men hu de 'X,a . Dan blijven er ¢v+:£8-7
vergelijkingen in de 4w +4¢ va:biabelen, maar dez= ziln homogeen van
de eerste graad in  £Q7, ElO“ 1) qA « Men kan er dus ver-
gelijkingen van maken die behalve (g" 2, jk e alleen W,, "w)
‘en 670, bevatten. Met (14.7) samen hebben we dan 2n+ 285 vergellij-
kingen in deze variabelen. We doen nu rog het volgende:

4 -
voor f -, : Llimineer 070.. . Geeft 2ry++ vergelijkingen
. . ¢ ‘e rK/@f\’ ¢’)<‘"f/
in de variabelen FaS 5805w ) w,} en hieruit moetsen _SJ 5, W
worden opgelost als <incties van £° £K W » Dat dic altijd *ar moet
S

nog worden verzekerd,

Voor £:p ¢ Kies voor (‘N/Gu een willekeurisze funcitle, analytisch
en ¥o0 in he't bebc ‘ouwde gebied. Dan hebben we 2n vergelijkingen
in gk g uly, w} waarult gﬁlwf‘ moeten kununen worden opgslosi-

Om die mogelijkhsid van oplossing te waarborgen moet men naaxr 4de
functionaaldeterminsat van het stelsel (14.7,8) kijken met betrekiing
o K ) 1t 1 ‘ & o

tot <€§, 50‘,_§3 7y en 7{0, . Dat voert tot de condcitie dat de de
terminant
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T | ,:_ fal -‘gé}"’ oS PR ﬂ.;w/
e ] g of Y J
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Y RGP agf‘ JEM
. 2 l\"Q bR A

Cloex, AT ey T upe
v | c)g ()g XQ: ()_g"{fo 0£0

met N+ T+ & rijen en kolommen rmet ingevolge (14.7) nul is.

\ a @ u sl
14.9) n 3 ch J f )C &?'f ()f ol vl o L

Het getal 7 speelt een grote rol. Men noemt N+£-T de rang
van de C, -transformatie. Lnig element in een punt &,gojjk wordt
#*
getransformeerd in een element welks punt-in elk geval op de X

YW+E-T
ligt waar van de vergelijkingen zijn

S 14.90) G Y88 £5%) co ; azg,. .,z
Aangezien verenigde elementen verenigd blijven raakt het ge‘brans-
formeerde element aan de Xm+‘ -« De N, ‘behorende bl;;_g § gaat
dus cver in de /\[;'b 4 Chet X . 8ls veldgebied. De omgekeerae
C -transformatie dooet de era _i- tot een punt samentrekken.
Indien 7Tv+&-T ={} 1s gaan alle elementen behorende tot één
punt over in elementen die weer tot één punt horen. We hebben dus een
runt transformetie en uwit deze kan de C transformatie eenduidig wor-
den afgeleid vcor ¢&:/en op een scalaire factor ns voor &=0 . Dit
- geval heet de "uitgebreide? (extended, erweitert) wudtransformaties.
Zij &€ =9 en zij

X (i
14.11) f (cﬂj J =0, ARy

de vergelijking van cen Xm in YW . Iedere covoriaats vecior, ©an -
gerend aan X heef': de vorm

14.12) = 3. 0, /“‘

- Pas nu de C, -transformatie

/ / k k
B = PR m)

14.13)
: 1 ’ K
Z,(}) = W) (£ M/))
\tce en zij de rang hiervan M -T . Dan gaat ieder punt der Xm, ma%
VlJn bijbehorende /\f over in een ]\f behorende bij een of anierc

X « Substitueert men nu (14.12) in (14.13)

n.T



— 4/~
win £ PULT SO s n

en dezi'vergelijkingen zijn homogeen van de graad nul in de E?x
de homogeen v.d. graad nul in #/y zijn. Uit de 2n-m vergelij-

P Kk ,
kingen (14.11,14) kan men de(j% en de nw-wm -+ verhoudingen derﬁt?x

e LA fz‘"

omdat
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¢

| elimineren en dan blijft er temminste éeén vergelijring in de gt over, -’
| yoorstellende een a1 “In het algemeen' gaan dus de elementen van de
1"{2 porende bij X over in de elementen van de xa -l behorende bij deze
X 1 voor m = n-l volgt dus dat een bl-transformahe gen X met zijn

o=t n-l1 n~1
Wy “in het algemeen® overvoert in een andere }{n 1 sxet zijn I\‘tn” 1

-~

Twee ergens asn elkaar rakende I el ‘s gaan dus over in rakende L 1
en ¢it is de reden waarom de Gl-’cransforaames contact-transformatxes
~ heten.

We kunnen nu ook d&e regel II gaan toepassen. wchrijven we voor het
gemek g €D ’qo voor £ ¢ en £ dan neemt (14.5) den vora aan

e A A
14.15) qu a g - i}.d' % o : ). = a,7,
Volgens regel II hebben we nu een functie Vvan T der 4,,9 q 4 en van
2n + 2€-T der ‘; E (met andere indices) in te voeren, homogeen van de

graad 1 de ¢'s en 'g's, asar we méeten pracies gangeven velle van elk der
4 soorten grootheden voorkowen, dus

n

ey

- ' z
14.16) 'f]{'q,. » g5 ? , Igy) (homogeen van de le grasd in g, ,‘73‘)
3 x..'C -E rl

= Awt-ty -2 ; y=T, »E?’I g
‘waarbij men natuurlijk eerst de f op w1llekeur1ge wijze heeft mogen

.‘w\~ % . GL-:’ agf t“'g

; nermuteren en de 75 9P precies dezelfde manier, hetmeen evenecens geldt
- voor de E en 7& . Men krlagt dan de volgende vergelijkingen

‘ - O PRV
a) g ’ ‘i o e) 7 + Wx = O

4 ? ”'Sy‘ = 4 9, - Tr
een )( VOoOXr-—

Dit zijn In+2¢ verge%lgkmbenq die in de X‘”H% 2 1
stellen, die door de vector van (14.15) omhuld wordt. V is homogeen
van de graad 1 in Qs qzen dus zijn (14.17 a,b) homogeen van de nulden
en (14,17 ¢,d) van de eerste graad.

Voor €= O gzijn (14.17) L% vergelijkingen in E , T Wy, g,‘f” « Voer
nu voor = een willekeurige functie in, dan blijven er In vergelijkingen

Voor £ =1 zijn (14.17) 1w+l vergelijkingen in S,
slimineer _&q: dan blijven er lnm+1 vergelijkingen in § '{, bg § yWas

In beide geva.llen moeten uit de 1w+ £ vergelijkingen de ‘{ § Wy en
evenzo de § i ’§ ‘W)  kunnen worden opgelost. Daartoe is n.e.v. dat de
functionaaldeterminant van (14, l'?) ongelijk nul is. Dat komt neer op de
voorwaarde " '

e R et TR IR Y - " "

tloot: &anvulxmg bij blz. 40 Bij de oplossing van def W} voor £
blijkt dat de # in (14.1) homogeen van de graad O in W, worden en
produkten £ 'y,  (zie (14.1) en (14,3) pomogeen van de graad 1 in

- E’ “Eﬂwi ‘ °§*w“§°f§h NOHs

I
H

{
¥
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b 1 1
T"LE 9 v. }3“\/’ : a.l-8,...,T ~¢
14 l8> # z Bqa}qt Bﬁbq‘ ,:’Fo Xat,-t*-’,.‘.,'ﬂa
‘ t axv alv ! ’A:,"C; ...,TL-L
‘h*f.‘??ii‘ " < . -
% "y ENr Yy = - PRI

, Er zijn 4 ve:cschlllende gevallen voor € =1 . :en heeft immers alvorens
Y  in te voeren eerst de E § op willekeurige wijze mogen permuteren,
vaarbij dan qq, g A0P dezeli,‘de manler meegepermuteerd mogen worden en pre-
cies hetzelfde geldt voor g § en ‘h N q,\. Daarbij kan nu T in de ¢, of
in de qx terechtgekomen zijn en ‘T in de c“ of in de qy. Dat geeft vier
verschillende gevallen van een functie U (gewoonlijk genererende func-
tie der Cl-transformatle genoemd). Wij nemen hier als voo;‘beeld het geval
dat @ een ven de q _geworden is en T een van de 7 . Véor het gemak
schrijven we nu T, in plaats van T,~7 , dan gzijn de vergelijkingen

v o "3y
t/?f/ 09 ‘g ba“‘~ °© yq'fg+ %:ijf,:gf/j...Jn

14.19) o T - =0
di 5
1

b b\/ - _
b)bg 0; b= 1, 2 - SV =0 gy

| ( W% gothische Y )
@en de condities nemen de vorm aan

2V WV
;‘ ' DY, e O, ¢, VG, 4g Bgﬁb‘%
\ Y VWV g

© 14.20) WY s ukwe |
()“\/ ot 2V
IET 29 ¥ET DR

Laten We nu eens proberen een genererende functie te construeren voor de
| 1denmsche transformatle, ;)ulst voor dlt geval. Daﬂ, weten we dat (zie

(14.1)) »
' ,QM. :§° .éy.... = .......ICLM
:W ?’gf'&
' W& VAR
14.21) ’ , Sep 3ES
cof b\/ W -
i ; (g o .33“& %'3

- \/
- Nu zitten in ¥ alleen

C% ‘Lmsc‘émaq’

m,,_ RENTE ff
l.a-'Lx ')q 'ﬁt-lrl

g'(,a-l Y

. 14.22)
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Ue enige mogelijkheid is dus dat de indices 4,...., ¥, samenvallen met §+f..n
en/. ..., tymet G+, -m en dit kan alleen als of &L=n, =0 Of % §=0
bat levert twee mogelijkluiecen voor V"

',k,
14.23%) UV: 0‘304’ ?hcg (C="n, Zl:O)
?}“ = ~!G:§0”%3£>‘{Z‘,=O, Z;::??,}

15. C.-transformaties

——— e u...-~..9-o—r

—

Contact-transformaties van de derde soort zijn Cl-transformaties met

G’=4 . Voor ieder vector-veld, waarvoor de C,~transformatie veldcon~

serverend is, is niet alleen K maar ook Zf’ en dus 72 invériant,,als-

mede dragers en rotatiedragers: k&r 1s nog een andere invariantie. zij een
'rﬁ , met velddimensie / geg;even‘ Vorm dan de integraal

15.1) ff, d§"+ w) d_Ef
tussen twee vaste punten van het veldgebied. van is deze integraal in-.
varisnt bij alle C,-transformaties, omuat £d£3 ‘“’A‘g invariant is. Deze
integraal is dan en alleen dan nul voor iedere keuze der eindpunten als
] hﬁ%, = N7

Om de meest algemene 05~transformatie te construeren gebruiken we

een van de twee regels voor de constructie van C)-transformaties met de
bijeonditie O =1,

1
regel I wordt erg gemakkelijk voor &=o0 daar dan GJ/(,‘f vrij gekozen

mag worden. Schrijven we voor het gemak :{@ voor Xa/(y‘dan gaat (14.8)
over in '

. o I' 3;—’{1
. ‘4/ R P SR W -;;{
15.2) 3 Xu REN 2 ~FET
en elimineren van de X, geeft 2n- U vergelijkingen die tezamen mzt de
T vergelijkingen bt wo de C,-transformatie vastlegoen mits de 2 val-

doen aan de voorwaarde dat de determinant (14.9) voor &=o ongelij}li ul

is (er valt een Tij en een kolom weg). het’is duidelijk dat nu de ?5 ho-

mogeen van de graad O in de W) zijn en de WA homogee%yan de graad 1.
Voor & =/ is er een complicatie omdat de keus van /:r niet vrij is.

De » mogen dus ook niet vrij-gekozen worden maar zo dat ‘3‘75‘ net 4 wordt.

Uit (14.8) zien we dat daarvoor n.e.v. is dat

' ‘ o o
; : - . o ad Q
~en dat is voor alle waarden van X“ alleen waar indien de z—avau de£ en
- ” kb .
~ §%alleen afhangen in de combinatie
&

' ‘Cjé‘ Lo} ]
sy L S £

. De vergelijkingén (14.7,8) gaan nu over in (schri;jfweer X«VW %‘/ﬁf') ol

i
b
v“ .
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OF* | T
r=X Lo
A D7 i Ry T
IF* e K ST
15.6) Wy =~ Xa S TE / ;?a; a1y 5
= Yo 25 S P
0! a " 52?
en de determinant (14.9) behoudt zijn vorm behalve dat ~/ en dat?

overgaat :Ln Z - Ult deze vergelijkingen laten zlch na ellmlnatle der ;E,,.,
de / - <§ (g 5 en wA oplossen als functies vancg Wy |

Gebruiken we regel II voor &=odan is nu = en dus
15.7) V(?“J%chx«s ) G)V(Wa’ Vs °§ cgoy)
AR L G +.!

Pl
1 'g = /l ey r y = Z‘L* / Loy rU 7
Bijgevolg krijgen we na invoeren van Wwen wg 1nplaats van §, en _’Zg

W W
D?ct D g Blf’é, g D'Wg
2V eV Y oV
Dﬁ* '35* ’Q_’EJ’ ? “aﬁg‘/
- zodat nu (14.17) overgaat :Ln

Y co ¢ g+ 2 =0
= J
Cg ’09“ J [4 ’a(gac
15.¢ 4 ’
5.9) ‘€t oV, ) -2 =
25 ] "5‘33
 De condltles voor V hebben de vorm (14.18) maar met Ya en 11]4 in plaats
van ¢, en Q,g
7 In het geval dat £ :z/71is, is de keuze van ON/Q"" niet vrij en om LG
gte krijgen noet / san zekere voorwaarden voldoen. ien kan bewijzen dat
- het geval, waerhij (7 bij de §, terechtkomt en G’ vij de /'94 hier niet
kan voorkomen en de anrlere % gevallen wel. l\k,men we wederom het geval 6
/
inde 9., 07 in de ?y (blz. 44) dan levert =0 en (14.19 )
15.10) ‘D,Vo
2§

) en dus is van de vorm
15.11) [ =0 8%+ U095, & %)?/

homogeen van de graad 1 in (734 ‘Z&

15.8)

, dus

15.02) Vo €% W/uwg,cgﬁﬁj

net de voorwaarden voor W
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15. 4) / ?a /Di/l/ !

, A Tyttyoym :[«L/
- In het spec:.aig geval dat /‘/ homogeen is van de graad l in Waz;”g, heb-

ben We dat (g invariant is en aat er alleen een 05-transformat1e in
(_g , W,  overblijft.

’/ 16, C.~transformaties

/ e 40 ot o s -....2-.‘...........-—....-._.........“

:":

'ﬁi Hen C -transformatie 1 een transformatie in gg S M) die de
Pfaffse vorm & Q{_g—#wcglnvarlant laat op een additieve volledige
differentiaal na. 0ok deze transformaties werden "contacttransformaties"
genoemd, hoewel zij de typlsche contacteigenschap missen. rir bestaat een

zekere dvaliteit tussen Cl- en ba-transformames. We schrijven de voor-

wearde 1in de symmnetrische vorm
156.1) <w5+£olr§+ld)0:§ ——c/s+ E.C!_g““’-",\dg

en noteren dat < =n 3 functies zijn van f § W) waarvan ons alleen het
verschil inter esscert:

16.2) 5 -s Q(Eé SJWA) §

Is een 02-transformat1e veldconserverend t.o. van een veld E€Wo= &,W)= ﬁ{-g
dan volgt uit (16.1) dat de rotatieklasse Zf en de rotatiedrggers invari-

<

ant zijn maar Ii en .r? in het algemeen niet.
02—~transformaties hebben noz cen andere invariantie. Stel het veld-
geied van een ﬂ is eend.lmc,nsn.onaal en geslcten. Vormt men dan over
- dit gebiled de integraal IE dj -+ Wy d_g dan is deze integraal invari-
ant bij 02~trdnsforma‘c1es. De integraal is nul wanneer de % een ]\f is
(niet noodzakelijk). Bij een ‘2~transformatle:blla‘ft die integraal nul
maar de JV; benoeft geen N, te blijven. Is de integraal F o dan kan
. de W/ nooit door een Ce-transformatie in een punt worden samengetrokken,
? Het is handig om te schrlaven :

16.3) X d°fs+e§ v 2 +&§




..4.’7,_..

N ' ! ) )
Dan gaat (16.2) over in d, Z + 'w" clgj = a/z+w;, d,é

Om dus een Cz-transformatie te verkrijgen heeft men maar een C_-

transformatie te construeren in Z,W; en \f - Is dat gebeurd dan hebben
We vergelijkingen van de vorm

| a) 5- s+£\§s5§ L{j Wy )
16.5) gj ,.é ¢k(r\€f¢ “/y}
N Wy = Yo (8 )
Voor & =0stelt (16.5 b,c) de C,~transformatie voor.
Voor &€ =/ kiezen we voor S - S een willekeurige functie van g WA .

Om de C;transformatle te verkrijgen kan men één der beide regels toepas-
sen. ‘

- —— e Gmr o - a—— - — .--.u—...-._w.....-..—« s 1o e e e S i s o it o 1 0 il e i

1700 €0 = £ . X b

K ‘
heet een 1nf1n1tes:.male punttransformatie in Xn . X is een contravari-
ant vectorveld en t een hulpvariabele. set Lie schrijft men

(17.2) X Xﬁ’bﬂ

en noemt X het symbool der infin. transformatie. (17.1) kan ook worden
geschreven

(17.3) o EF - X dt
of K Ky ¢ M

is dle gewone differentiaalvergelijking van de stroomlijnen van het veld
<
X . De oplossing is van de vorm

(17.5) = f (j t) J((fAO) \§

Deze vergelijking stelt voor gen groep van o transformatles, die
allemaal de stroomlijnen vanX invariant laten. #Maar niet iedere punt_
transformatie, die ontstaat door alle punten langs die stroomlijnen te
verschuiven (natuurlijk continu) behoort tot die groep. Men make zich dat
‘goed duidelijk en ook dat de groep behorende bij X niet dezelfde is
~als die behorende bij G“X tenzij @ een constante is. De groep heet
de een-parameter groep behorende bij de infinitesimale transformatie .

,5 17. Infinitesimale punttransformatiecs in de X nder ’f K

en




WiJ herinneren eraan, dat contacttransformaties in een X konden
. worden geduid als transformaties, die in een )(2 een bepaalde " Qi
n+E

ferentiaalvorm (of vectorveld) iavariant of op een factor of additieve
. gradient na invariant laten. Om wus de beuandeling van mfmltesmale
contactransformaties voor te bereiden mocten we in de X der<§ g,an

? covariant vectorveld W) gasn leggen en bij voorbeeld eisen. dat Wa‘g
bij de transformatie (17.2) op een factor bv. 1+/\td% na invariant is.
| Daarbij is de getransformeerde waarde LU) van het veld eenvoudig de veld-
waarde in het getransformeerde punt c§

. ’ 2

17.0) Wy = wy + X/ %w;dt
terwijl voor dgﬁit (17.2) volgt
y Ko ow

17.7) oa8% - 8 2, X St

Combinerende geeft dit
/ Y p

17.8) w, d£ = (wy + ,gu/Adi)dé
;1 waarin
- . - .a,r F

17.9) %7 X () L %\

: Ge bekende Lie’se afgeleide van het veld &) is t.o.v. het veld X df/
1 (verg. blz. 33 dictaat tensoranalyse en hfdstk II § 15 Pfaffs Froblem)
ﬂ w,is een vector en een comitante van &, en X
In het onderhavige geval moet l::l Wy :).1 wy zijn, dus

17010) X}J’b LUA + W}, bRX/‘:: X/‘LM) + D;(w/‘ X/“‘) ::/ka

K
le geval wﬂ/{ -0 s d.W.2z. de stroomlijnen van X zijn integraal-
krommen van het veld & . Voor W:zfs;/kan W; niet in het gebied
van %A liggen. zodat/h‘« = 0 moet zijn. Voor 77=2f ¢rukt (17.10) uit
dat X Ade richting van W, heeft. Lus is (17.10) equivalent met

a) X}DW/M =0 } voor 7?: 2P+

17.11)
b) >><(}»W1w[)‘ W,y ~0} voor 779 = Z}"’

L, =0
Vergelijken we (17.11) meé&ae vergellgxmgen voor de charaﬁterlstleken

van wry, (zie blz. 16, form (6.4) ))

(ba”bbr) df{ M//“) } voor 7?:2/07‘/

wlw:O

|
%a

(3573, d£ ”‘ﬁzm wv]“’} voor /7 = 1p
. - 3 Cls wf“ =0
© 1) Verveter in (6.4) de fout in Sy ) W/J;’ oé-g O moet zijn /“A"gf

¢
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dan volgt dat voor /i(f#X/:o san (17.1v) voldasn is indien (m.e.v.) de

stroomlijnen van X liggen in de charskteristicken van w, .
2e geval. [(//u X'f‘i o schrijf /- g%X’u. ban worden de vergelijkingen

W, -
1703 2 KW+ 0y Wakd )

b) X/U’ w/u, = f Ke Ay | j % V’L&f’/

w0
A E

4
o

Voor 7?: 2pP+11s b,\AF of nul of liggende iﬁ,:fhét A -gebied van Uy, //X//,,,; en
dus 1s F 3t een constante df een functie # Of een functie met index 2.
Is 1’ -een constante dan is D,’yE oen dus M=o . Is f van index 2 dan
ligt ()A AF in het gebied van l",éw) en is dus eveneens f4 = 0. Yepalen we
eerst de oplossingen van (17.13) voor #= o . dan is (17.1%) gelijkwaardig
met (17.1la) en we weten dat (17.11la) m- 77 onafhankelijke oplossingen
heeft. zijn dit >1<f ey XK dan is de mecst algewene oplossing van

(17.13%) voor [ =0 n-R

K 4 K no R, K
:O(X*im,._,o(
|

17.14) X Do

S

Xlezen we nu voor F een willekeurige constante of functie van index 1
of 2 dan kan lu' eenduidig uit (17.1%a) worden opgelost en wel onafhanke-
1ijk van X" omdat wy niet in het gebied van Wi 1igt. et verschil
van twee oplossingen van (17.13) behorende bij d%zelfde lf/ ~-waarde is
dus altijd een oplossing van (17.1la). Is dus >§ een willekeurige oplos-
sing van (17.1%) afhangende van de keuze van F den 1is de meest alge-

oplossing van (17.1%) van de vorm

v K K K
17.15) X2 X, >S<

(6]
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Resumerende hebben wij dus:
De meest algemene infinitesimale punttransfermatie,

die een veld Mvan de klasse /g 2/°+/ invariant laat op een fac-
tor / + /u,o/t na heeft de vorm (17.15) en er zijn 4 gevallen
/

(0) Z—‘:_ o 3 X=X ;f:,:o y stroomlijnen in dra-
S gers (= charakt),

(1 j"\): constant o0 ; M=o , stroomlijnen in rota-
17.16) e tiedragers

(2) 0 dindex 2 H =Q

(3) J index 1 g M kan uit Fworden afgeleid.

Voor 7?: n, worden de dragers punten en vervalt dus het geval (0).
We blijven bij dit geval. We gebruiken weer de notatieverandering
van § 13 waarbij ® overgaat in 2an+ s en de difrerentiaalvorm de

; 3
17.17
Bzo,coym, (1), (7)

verkrijgt. Dan worden de infinitesimale punttransforma’cles dle door
(17.16) gegeven zijn C, -transformaties in de ru+z der(g g WB
en de rotatie é/t/cg hebben nu alleen de kentallen

‘l']/(a;‘), T - W}/f}:]; ;A/A*Z'df’)‘ (A)_-O
M/(ﬁn,:..k/n,(n,/j W:f

o
en de vergelijkingen (17.13) worden nu

C .
17.19) /} WCB + b,BF: /{id/{;

(17.18)

e = !
" o K nd

ot XF” + BKF:}LM//:,; }“’;j”&:r

17-20) -ﬁ\ K - a{ F": & : Z )

waaruit onmiddellijk volgt

a ~ (k)
17.21) X . 33‘ ; X z 'BF & uy O ‘F
& 3w wy E
De meest algemene infinitesimale (, -transforma’t1e in E § wy
is dus



S s

(S\ig" = - W, jﬁﬂidfvtﬂ[\;/v‘
gk ~
17.22) 55" - -32{70‘“
A
Swi = _ o 0F gr . . OF
p Qﬁh + Aﬁﬁo(df ; jL- é?

F . . : o gk . :

waar ¢ een willekeurige functie vancg ) § ; W, is. dr zijn drie ge-
4

vallen (verg. (17.16))

(1) /'v.: constant + o ; (§Ken W, zijn invariant, /u 0 , triviale
C!, —~transformatie; o '
(2) 4 is onafhankelijk vanég‘f ;/,a =0 , algemene Cs -transfor-
17.23) ~matie, tevens in K) nw, algemene Cz - transformatie.
L (3) F algemeens /—L = ol algemene C, -transformatie

35°’

' : . A
We keren nu weer terug tot de punttransformatie in Xn, die %0{‘5

“ op een factor na invariant laat en beschouwen nu het geval 7?= 2.

Voor I = 0 en }u, = 0 nemen de vergelijkingen (17.13) de vorm aan

X/U' h//,/.r\ = 0

-

X"

/Ll, = 0 XK
en deze brengen tot uvitdrukking dat de stroomlijnen va1}< in de
dragers (= rotatiedragers) van het veld liggen. Zij X de algemene

17.24)

oplossing dan zel het verschil van twee oplossingen dan (17.13) voor
dezelfde waarden van Fenf/. een oplossing van (17.24) zijn, zodat de
algemene oplossing van (17.13) de vorm heeft

K K K
17.25) Lxf L XL X
waarin X cen . .~willekeurige oplossing van (17.13) is. Is F: o
i

maar /u. + o aan gaat (17.13) over in
H |
X 1// W9 = Q
P
>< W/u, - 0
hetseen bewijst dat in dat geval de stroomlijnen althans in de karsk-

teristiekan liggen. Nu kan men d’: niet willekeurig kiezen want al-
gemeen geldt dat

y ‘ v ) . .
17.27) X Wﬂ_“);l/{),k, <o ‘M/A;kf]+ afx [/\44.[,},, Wk, Mlkz.. . Mpﬁ%]‘
}@: M -
= m >< W[f" WAIK’, MF}(P]:O. .

omdat 77 :z/a' ig,

a

17.26)
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Dit laat zich ook als volgt schrijven

rv 2P —_— Pt
ns
17.428) o 2p FJ =o
. ) o . / f?
en deze vergelijking drukt uit dat -— W, voor + ¢ van de

klasse Lp -1 is (verg. § 10).

Hesumerende hebben we dus:
De meest algemene infinitesimale puntiransformatie,
die een veld W), van de klasse 7? = 2 invariant laat op een fac-
tor /4-}Lcﬁ'na heeft de vorm (17.25) en er zijn 4 gevallen

(0) J?TCB; /J =03 X=X, stroomlijnen in dragers=rota-
) tiedragers

(1) JNQCDE fio stroomlijnen in karakteristie-

17.29) ~ | "~ ken
(2) /" is sen oplossing van (17.28); s o :

(3) F is cen oplossing van (17.28); J+ 0 en willekeurig.

w0

Voor %?:n vervalt weer het geval (0). We blijven bij dit geval en
gebruiken de nctatieverandering van § 13 waarbij n overgaat in &n
en de differentisalvorm de vorm

A
W) dpg M/ d & Bz, (1), (7)

1jgts. an wor101lge infinitesimale pun’ trqns*OLmJtles die decor
(17.29) gegeven sijn U, -transformaties in de Anle De rotatie A/
heeft alleen e kentallen aangegeven in (17.18) en hetzelfde geldt
voor ﬁ%é , «<ileen L% vervalt nu,

De vergelijkingen (17.19) worden nu

/<{K)-+ d 4 /~J /u £ﬁ/

17e31) .
A
' - » /<* - a[/,() [: (o}
waaruit direov velit
A , - (k) -
1732) A= jiii ' X = _ 2f Lo W
dw,y ! DE" = YK

De meest algemene infinitesimale Ci ~transformat1e 1nr§ Wy, is

dus
K
Set . b A 3
<
3 Wi T ElwydE") = pdtwydf
1733) ' 0F , ;
| J]N; ER— 'jiT‘dt + fAVVAdt
P é . |
waarin {4 een willekeurige functie 1s en g een willekeurige oplos-
sing van (17.28) is, welke vergelijking hier de vorm
17.34) w oF L F

p} aw)



Nemen W\, na eer s

R T e

7o e
—_ o //54.

‘aanneemt die uitdrukt dat fhomogeen van de eerste graad in W)

moet zijn (verg.. § 10). Zr zijn drie gevallen:

(1) f: ¢ M willekeurig, gelijkvormigheidstranformatie
in ~, , speciaal C, -transformatie ;
17.35) (2) 4 nomogeen graad 1 in W, ; M0 algemene (; -trans-
formatie
(3) 1F dito; /1' willekeurig; algemene C, -transformatie.

Nu gaan we eisen dat de punttransformatie (17. 1) in X et
veld I, op een additieve gradient na invariant laat. Dan moet IJW

een gradient zijn, dus (verg. (17.10))
17.36) N (Xf‘L ) =2

‘ N /42 ~ DA M//w s AS
Schrijven we l’lU.‘

- o
17.37) Foef X,

//to J C./ff '/:t S

dan gaat (17.3%6) over in

/J]/\//J,/‘ +BA§) =0

17.38) P e
>< V\//(‘L = U = (‘7?4- <
Y i
Nemew we na csrsh 7'? = 2,[04- ¢ . Dan moet <’) % in het gebied van
J

tute

ig dus een constante of een functie met index 2.
N

(,7 = constant en § = -? dan drukt (17438) uit
¢

dat X in de draters moet liggen. Is alleen ,9 constant dan volgt

alleen dat XA in de rotatiedragers moet liggen. Zi] X de meest

WH,\ liggen en

< T Q_Jf‘ ‘\L

algemene oplossinsg ven (17.38) voor q = constant = «S dan zal
het vers:hil van twee oplossingen voor dezelfde waarden van end
een oplos. ing voow het stelsel met g = constant =-S5 zijn. De alge-
mene oplossing van (17.38) is dus van de vorm
174
17.39) W X'K Lx”
| RO

waarin /< cenl willekeurige niet speciale op10331 ng van (17.38) is.
’ Er zijn vier gevallen:

(0) g _=constant; 5 = -

b

X = X s stroomlijnen in dragers

= karakteristieken) 9§ .
(1) (L; -constant« S W:Lllekeurlg; stroomlij‘nen in rotatie-—
17:40) dragers |
(2) index 2; S = constant

(3) @ index 23 ¥ willekeurig .
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Voor 7? = A vervalt weer het geval {0). We blijven bij dit
geval en gebruiken weer de notatieverandering van § 13 uitgedrukt
in (17.18). De vergelijkingen (17.38) worden dan

X" Wep o 96% o
XWe =G s

17.41)

en deze gaan ingevclge (17.18) over in

~ A (k)
X+W 9“‘ -G i X 24 N Er'S
17.42) "aw.\ % ’ d w, 4 - )éﬁ J aé =0
De meest algemene C ~transformatie in £ 5 w) heeft dus de
vorm -
(gvcg = _W,; ﬁd{: -+ (g+5)6“3
y oW,
1743) §€ - 39. ot SCAE s w, df?) = dsdt
< > Wi $+widd
Urw;; z - 0 et
ok

waar geen willekeuvrige functie van g“, wy 1is en § een willekeu-
a0 K
rige functie van cﬁ ] Cg ) Wy e Br zijn drie gevallen (verg. (17.40)

K
(1M 9 = copstants § w1llekeur1g,c§ en W, invariant; tri-
viale <, - transformatle

S 17.44)  (2) S; wilieksurige functie van § y W,y 3 S constant; al-
gemeie U, -transformatie

(3) % dito; § willekeurig; algemene CQ_ ~transformatie

; , Is 7)9 = 27 dan ligt blijkens (17.38) blg in het gebied van
W y en dus is Cé ecelr. functie met index 1 of 2 of een constante., Is
een constants cen volgt uit (17.38) dat § = ..g' en dat ée
stroomlijnen ligg=n in de dragers (= rotatied.rawfs}. Inzevolee

(17.38) is steeds |
% \/\/UL,A,)‘L.. : 'W/‘“rll’] -2 (a[}gg)% W‘ﬁhz B %{5,@,} z
17.45) = X w W[".;'A* WM,)] -—SW{F} . 1"/’ I] -

v X Wm o, Waeoo Wl T == s Wpo, o Mo

-
}
-
7
= -3

of

17.46) ?

)
e
‘-ga-ob
m[
%
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e

e A A e ap-s
Q2
Is duss van de index 2, d.w.2. isﬁ 3 = 0 dan is S:‘-g « Vol-

doet% aan de vergelijking (verg. (1728))

J

danis §:=0 blijkens (17.46). § heeft dan kennelijk de index 1.
Tenslotte kan (2 de index 1 hebben en nie‘byaan (17+47) voldoen.
Hiest meng dan laat zich uit (17.38) eerst X" bepclen op een addi-
tief siuk na welks oversecauiving met M‘,\ en dus ook met A% nul is.
Biljgevolg is dan ook G +5 en daarmede S bekend. Zij de algen}%na op=-
lossing van (17.38) voor 9 =0 endus S =o aangeduld met %\ dan
is weer de algemene oplossing van (17.38) van de vorm
K w

17.48) X" o XS o4 X
< S >
waarin X een willekeurige niet speciale oplossing van (17.38) 1ls.
IBr zijn 4 gevellen;

2{ — 3P/
17.47) é)“f -zj’if:o

(0) % = constant; S = '% H X = X , stroomlijnen in dragers
S  (rotatiedragers)
(1) % index 23 § = - g

(2) G irgex 1, oplossing van (17.47); S =0

(3) G dncex geen oplossing van (17.47); § ui‘tg af te
4 ; leiden.

17.49)

Voor {R‘-ﬂrvex-val': weer het geval (0), We blijven bij dit geval,
en gebruiken weer {e oovetisvergelijking van § 13. De vergelijkingen
C17.38) krijgen dan w22~ ¢e vorm (17.41) en dese gaan over in

) ~{ (K)
“7-50) X = G4 3 X R ._D_._g__._
N LK
Lo
terwijl (17.46) overgaah in
' 3(".
17.51) Y, _:_:._“3_ = A S
) YAV K
De meest algemene \_, -transformatie ing , Wy heeft dus de vorn
¢ h . ;
Op(ék _ _.g___(_}._. dt (g\'(‘WA dgl )) = J.fi o, lﬁ
. W/ H
K
17.52) Sw, = L 28 dY W, Q—g _ C:“. s
nE oW, -

waarin g een willekeurige functie vancg s W . Bre ziip dvic ge-
vallen:



-4 b
(1) 65 homogeen graacg. 0 in Wy s § c- g ; sSpeciale Cg—trans—
47.53) formetie, J§° 1iit namelijk in de (n-1)- richting vanw

(2) g homogecn van de graad 1 in W, ;§ =0 ; algeme11303 —trans-
formatie

(3) g willekeurig; §:w, ,?_S_ -9 3 algenens C‘,. ~iransnorratie-
':W: o )

L ad

De Cj ~prangtisematies zijn in (17.22, 33, 45 2 »0) 7Talwelf
mee voor de dag gevonmul

Hier volgt een ovewzicht van alle infinitesimale contacutrans-—
formaties:



£ =0
JE . oF

S = WROH»,
JVWX:...Q_EA_.Q& + pwdt

(F) & W, A
YW,
Ca : (ﬂ = F,)L willekeurig
(Fen}wgeven)

Cl:}n:o
éj’ -é? f,},

{alleen Fgeven)

: F willekeuro(i‘g C
(alleenl geven)

5'31

“ 6"550-_-.._%%;,5&“(55)&{,' |

C,:

. ofF

'?g"

J:g":

ofF &

\ Bw,(

{ d£°+ W;dgk) +dsdt.
§:0 !F willekeurig, ,Ba..;g.
(alleen F ,,5,{—;w'en)=‘g

2% éﬂg:O
RX

:SO}L

s § willekeurig
( §ens geven)

l_..a

7’ (alleen fbeven)

(F ,}J, en § heten voorzover zij gegeven moeten worden om de
contacttransformatie vast te leggen de charakieristiecke functies
der infinitesimalec ~transformatie-
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/ § 18 Haaksymbolen van Poisson en van Lagrange

Zijn v, en V5 functies van de § k en w, dan is
18.1)

(v, Vz)dgf LA 1A T A NV ¢ O v,)
Wy B-ZET T 5?
het haaksymbool van Poissen s (v v,) =
in involutie.
Zijng k en w_ functies van Vs ¥

0 dan heten v, en v

¥

1 2

en nog andere variabelen,

2
dan is
18.2)
A A
‘zvop Vg}’: M _?Lé., - M@i
' OV, Vv, oY, dv,
het haaksymbool van Lagrange. Zijn er 2n variabelen
v& ; b= 1y eeeses, 2n dan volgt gemakkelijk
18,3)
(vm’, v ){vz’, vc} = é\'m% R Y 2N AN Jan

Door uitschrijven bewijst men de identiteit van Jacobi voor (
18.4)

(vy0 (vgs ¥3) )+ (5 (3 v)) + (Vys (vyy 7)) =0

Ken dergelijke identiteit geldt niet voor { | .
Bekijk nu een willekeurige transformatie in £ s Wy

18.5)
- 3" (£ )
='W (£ W)

die omkeerbaar voronaersteld word+t. it :’sl d.:n ¢ alleen dan een
C,~ transformatie indien er een functle iL{E v\"‘} bestaat zo dit
18.6) X X ;
/ i ’ ]
M}dtg:: W, cécg +cIQ(c§Jw)
of ook '
18.7) o
]
W _Q.E. Cfwy e 285 w2l Qb
Y3 28’ AW, 3V

Door differentiatie van (18.7) vindt men

18.8) ep gk

. 21

¢ o K A

%W; :(S S = &,

! ¥

Y'w,, wlh = o
! Deze vergelijkingen brangen tot ultdrukking dat in de X2 der
cé“, ,‘w) de vector met de 2n kentallen:

0

il



¢¢g~

wbgﬁ W, . u.ii

P A TR Y,
geen rotatie heeft. Maar dat is precies wat (18,7) ook uitdrukt. Bijge-‘
volg is ook (18.8) een stelsel condities, n.e.v. opdat (18.5) een C
transformatie is. De matrix van de Lagrange-haken van 5 y ssve ,cé ) W,

7

«cee 5 W, in deze volgorde is
18‘10) 0 -4

18,9)

O +3

Dus heeft de orgicearing degelfde vorm en dat wil zeggen (ingevolge
(18.3)) dat
18.11) gk ;g* )

2
( U-’xjcgk ) ="'(‘r)KA
( l Wy, ’M/‘" ) =0
eveneens een stelsel van n.e.v. voorwaarden is opdat (18,5) een Gz~
transformatie is.

Gebruik makende van (18.8) en (18.11) kan men eenvoudlg door
uitschrijven bewijzen dat voor twee willekeurige v, en v, de beide
haaksymbolen (v y V ) en iv,], v2§ invariant zijn voer 02-'bransfor-
maties van §, y Wy

We werken bijna altijd met de Poissonse haaksymbolen. De haak-
symbolen van Lagrange komen minder voor, tengevolge van (18.3) 2zijn
=z1j echter soms g=smakkelijk voor berekeningen.

it

Nazst (7, &) <reedt nog een ander hasksyrbodol op

18.12)
(7) = ?33;',\

D1t symbool is niet invariant voor a,o-fransf‘ormatles maar wel

wvoor C —transforma’ca.es vanc§ k, Wy Voor de h ksymbolen met betrek-

¥king tot ék "W schrijven we (P, G) en (F) ans
18.13) |
]
(F,;G) = (F,G) als £ M—)ﬁ;v\’ on C,~transf. is
(F) = (F) als CE NN ﬁﬁ,l« een Ca—transf. is
Meer algemeen geldt het volgende: )
18.14) C,-transformatie C,-transformatie CS-transforma‘sie
X X A
‘”fiﬂ /LL u/y och w,\oécé +d ) Uy Dﬁ(gx
> \I ' .
(F,6) | 4 (F.GF - (F‘;G:F)‘*’(Q)’{Eﬁ} (F,&) (F,9)
(F) ..&.%)_.__3 = (FY = {“3}‘-).) (F) +(,F) (F)
i 0‘3’1 : )
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#

? 19. Contacttransformaties en de integratiethecrie van Hamilton-

Jacobi.

De stand van een mechanisch stelsel met I gradén vén vrijheld kan
regeven worden door -, getallen 8 ;A=1,...,n |, We anﬁerﬁ&é%k@nthier
lat bij leder stel waarden van een mogelijke stand van het stelsel
wsort, De ?k heten de noodzakellijke cofrdinaten en de afgeleiden

9.1) f"‘ el {iai;f

ieten de fluxies.De snelheden van alle deeltjes van het stelsel zijn
titdrukbaar in @k en g* . Dus is ook het totale arbeidsvermogen van

A

reweging een functie van de g s g‘ enl

9.2) [ =71¢,9¢)

ie beschouwen hier alleen zulke stelsels waarvoor de bewegingsvergelijkin-

;en zich laten schrijven in de vorm

Y F 2 |
19.3) ] 90‘”-»~~...z’éf.-0-\g

naar1n<f€ een voor het stelsel karakteristieke en bekende functie van de

q‘ s @ en Zf is (functie van Lagrange).

reten de vergell jkingen van Lagrange.
Nu is

19.4) _ /4 3L yg*+

xk
| - A (¢ ;’éﬁ}

Schrijft men dus

- i
19.5) ;O)di 3.¢§ l

De vergelijkingen (19.3)

( “_.bA heten de impulsies)

bij welke differentiatle"dus EZ en t constant worden gehouden, dan

Volgt e e

~P 1
19.6 0{ “J = — _d& ol¥
19.6) L

i

met

Prmmrars s eursumneries

39 ?5 | f{ ,?A g fi?

}f heet de Hamiltonsche functie van het stelsel, Zoals }1 hier ontstaat

isff een functie van Q
In het speciale geval dat nie
van zulke mechanische stelsels dat 1

(19.6) :
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- 19.8) H = ¢onstant

it 18 een vergelijking in @k en cZk waaragn alle oplossingen van de dif-

‘Jerentiaalvergelijkingen van de tweede orde {19.3) moeten voldoen. Dit
leet een eerste integraal van de bewegingsvergelijkingen {19.3).

Men onderstelt nu verder dat zich de @t uit (19.5) als functies
&er 4)7‘ en ¥ op laten lossen, Dan mogen de dk 46)\ even goed als de f‘

{ ‘ als onbekenden van het probleem worden opgevat Uit (19.4%,5) volgt mu
g ! ‘3 L
19.9) di - Adg + gap,  2g

?n dus ingevolge (19.7)

o

AH < @dp, +pds “f,)ﬂl«t? ~pe g DA ux

9.10) = ‘ol by M_,akaég — 9& i .

“d?;

1 !
Daar echter voor f‘} beschouwd als functie van ,;,bA » «Z'é en f ook geldt

LA g S

s | 1
L aH - 4

R U A T

‘ VH _oH oH . f

™Y S T () Gy = —4%

‘ % vergelijkingen (19.12a} heten de kanonische vergelijkingen van Hamilton.
(19,12b) 1is een consequentie van (19.12a). In (19.12c) moet men bedenken

£
lat 1links z”b‘k en Lf constant gehouden worden en rechts 4" en t.?
(19.12a) is equivalent met (19.3):

9.13) [Vergeli ,jkingen v, Lagrangei " Vergelljkingen v. Hamiiton|

- - thasene pramasee -l.«‘A-;-r . .
variabelen: ZK {Zk ¢ variabelen: f"A . g‘k , t

, ‘ferk op dat H nooit homogeen v.d, eerste graad vin de‘ 76A kan zijn want
_ @an zou uit (19.7) volgen

. ﬂ

»‘9 14) | ?ﬁ)‘ @ ﬁ* “%}; =

{19,12¢) drukt uit: Bevat ofu de t1jd Met expliciet, dan i evennmin.
Inderdaad volgt uit (19.12a) indien /de t1Jd niet expliclet

ko A = Ml (e




Men noemt de ruimte der g’t de coBrdinatenruimte Xn . Ieder punt der
X stelt een mogelljke stand van het stelsel voor, De beweging van het
'telsel ultgaande van beginstand en beginimpulsies (Z = CZ 75;\ = ,o
o?tr t = ?f‘ beeldt zich af op een kromme van \«(n gaande door het punt
er/x deze kromme, de baan, wordt in de tijd doorlopen. Door elk punt
)& gaan Oo verschillende bfnen, immers men kan de waarden , of
t op hetzelfde neerkomt de ({‘Z willekeurig voorschrijven voor & =0 ,

Naast de ,:X% heeft men de filmruimte ‘\l‘,ow/ van de ef? en . . Daarin
leeldt z:'Lcl:lt de+werke113ke beweging af als een'kromme, de wereldlijn., Bij
egeven & , I hoort bij elk stel waarden Z’t ten tijde Z =0 één
fereldlijn., Er zijn dus door het punt q Z,i" juist oo™ wereldlijnen en
et ligt voor de hand te onderstellen dat van a2l die wereldlijnen er
aar éél} of althans maar een eindig aantal is dat door een tweede gegeven
ﬂunt A s f gaat.

Voorbeeld: Massapunt in zwaartekrachtveld 4 =3. Door een vast punt
aan 0.93 kogelbanen. In de filmruimte zijn er dus door elk punt 003 wereld-
ijnen, Tussen 2 punten in de filmruimte is er één enkele wereldlijn,
| Beschouw in de cordinatenruimte twee punten {,k s gk verbonden

oor een mogeliljke baan, doorlopen tussen ,;f‘ en g" . Varieer de baan
. . o
~E

19.16) / )ﬁ‘%*k ‘‘‘‘‘‘ , %z N ? \ . S‘Z‘k

tn voeg aan corresponderende punten dezelfde tijden toe, De gevarieerde
romme hoeft geen mogelijke baan te zijn. Bepaal de variatie vanfff,a(f
tussen }‘ en é_' . ngezien t constant gehouden wordt bij de variatie 1s

£ O
S (Lur o [Tl [ ot v 4L 544 Voo
* Btzk g

/A 3 /
e ‘g’f & Y. | ,
‘,{1'0\ k “\Jark fI IR P
19.17) = {[-,;{ 0LV og* + 2.4 T o[ - [ (8 &)
A “Gt &edz s Bfk v J .5. ’}‘ZA. L
’,f' ~ {-\ ¢
- (3L MPRE A (4L, . ff*
PSR Tk =]
revolgtrekkingen:
1. Zijn XQ =0 eng-‘? =tdan is [Let= 0 . D.w.z. de banen

z1jn die krommen waar-over de 1ntegraa1 /fo{t voor leder baanstuk extreem is.
(Bij verderediff‘erentiatie blijkt dat er werkelliJk een minimum optreedt).

2, Zijn 6;’ L en i , C dicht genoeg bij elkaar dan is er
naar één wereldlijn’ tussen Er ziJn dus 0o ﬁwereldlijnen.

3. De Ham1ltonsche variatievergell jking

T
19.18) agaﬁ _o




- 63 -

| equivalent met de vergelijkingen van Lagrange (19.3) ¢n dus ook met het
“jelsel kanonische vergelijkingen (19,12a). Inderdaad volgt (19.3) uit
9.18) zoals men direct ult de herleiding {19.17) ziet.

De filmruimte bevat nog neer dan de c)om’ wereldlijnen, Bij elk punt
“port namelijk ook nog de uitdrukking

).19) qu’{.’{‘ = —~ffdd 'f‘f’,\o{%

"wdl‘:vudt e}?n Pfaff‘sche vorm in de variabelen ? en E zodra de H en de
in ¢ en ¢ zijn uitgedrukt ]‘1 is al uitgedrukt in z;é) ’ Q enC
e het komt er op neer de f/),\ in ZZ en C uitgedrukt te krijgen

9.20) /A = ‘;fz (¢5%)

it zijn blijkbaar 4| eerste integralen van het stelsel differentiaal-
 rergelijkingen van de eerste orde. Dus:

Besc¢hikt men over 4. eerste integralen van het probleem waarult de f’)&
en dus oqQk de ) als functies wvan 52 en ¥ ¥unnen worden opgelost dan
bepaalt oga(}} in de filmruim’ce een bepaald covariant vectorveld.

] Heeft men (;\. ¥ alleen maar op een factor na gegeven dan is het zeer
?erkwaardig dat a{yab{ toch al bekend #s. Stel namelijk dat we vinden dat

L 0
19.21) A4 ::‘,,5?, od +f, ﬁégA

| X
waarin ﬁ en ﬂ/\ bekende functies van tz en ¢ zijn., Dan vinden we da¥

19.22) H =SB, 5 by =p

waarin ﬂub( nog onbekend is. Maar aangezlen H een bekende functie van
| &
19.23) A < H (’?’A,%f)

volgt de X -vergeliijkin k

19.24) 4

uit welke vergelljking o! steeds kan worden opgelost (aantal verschillende
opleossingen mogelijk) omdat immers de functie H nlet homogeen van de

eerste orde in /o) mag zijn.

Gevolgtrekkingen:
1. Bij elke richting in een punt der filmruimte hoort één enkele

mvrichting .en~één enkele .covariante vector met die 7v -richting waar-
van de biljbehorende vorm fou is.

2. Geeft men in een punt der filmruimte een 4l -richting door

de verhoudingsgetallen ‘3 :‘.....ié‘h dan geeft ledere retle op=-
lossing der VS ~vergclijklng een covariante vector met kentallen -H P‘,‘



-k X
en aangezien men 4 1n..¢§ s 4 en [ kan uitdrukken liggen

'kan ook in dat punt zoveel verschillende oplossingen voor de verhoudings-

tallen &ig : 0"«‘2 d{ A¥ d.w.z. zoveel mogelijke richtingen

‘yan wereldlijnen vast als het aantal re&le oplossingen der ol -verge-

11jking bedraagt.

3. De richting van een wereldlijn in een punt en de {; -richting

&19 daarbdi] hoort heten aan elkaar toegevoegd. De toegevoegde 7-rieh-

ting 18 eenduidig bepaald, de toegevoegde richting niet.

L, Tedere wereldlijn 1s bezet met I7-richtingen (zelfs met
zoVariante vedtorén), : -
fen pun +'7z~richting in dat punt heet een element, Een punt + covariante

yector in dat punt heet een vectorelement. Iedere wereldlijn is dus een
elementenrij en zelfs een vectorelementenriy.

- -

e - v e

Elke elementenri] is volkomen bepaald door één punt en de richting

van de wereldlijn aldaar

Elk element behoort tot zoveel elementenrijen als het aantal reé&le
wortels der Ci~—vergelijking bedraagt.

Ieder element kan voorkomen als onderdeel van een elementenrij. Van

de vectorelementen zijn echter alleen die mogelzggfdie voldoenigﬁ& de
vergelijking (19.23), dat zijn er in totaal 0o van de & bestaan-
de, te weten 00'\1n elk punt van de filmruimte. Hoort een vectorelement
hiertoe dan zeker niet het vectorelement dat ontstaat door in dat punt

de vector met een getal te vermenigvuldigen., Dit is de reden dat ieder

lelement zijn vectorelement (één- of meerduidig) bepazlt,

5. Heeft men B eerste integralen waaruit zich de ﬁ als ‘func-

{ties :van Q en ¥ 1laat oplossen, dan heeft men in elk punt der filmruimte

een covarilante vector en bovendien één daarbi] behorende wereldlijnrich-

‘ting. Men heeft dus preciles een congruentie van wereldlijnen, d.w.z.
wereldlijnen waarvan er door elk punt (v.d., filmruimte) precies één gaat,

Iedere wereldlijn ie tegelijk elementenri] zodat men ook heeft een con-
ruentie van elementenrijen,.

Véér opmerking : een congruentie van wereldlijnen is in het algemeen
niet zo dat de 7?1 -richtingen zich aesneensluiten tot so’ X;7?. Daarvoor
zou de vector*~}f,-?k de gelijkvormigheidsklasse 1 moeten hebben (d.w,z,
op factor na gradientvector moeten zijn).

6. Meetkundige betekenis der kanonische vergelljkingen van

Bamilton, Lt
Beschouw in de filmruimte alle mogelljke vectomrlementen vast-
gelegd door de vergelijking (19.23). ffis dus als functie van fﬁ , @k en
f’gegeven gedacht., De eerste vergelijking van Heamilton

x : '
19.25) Qﬁ.-h - jiii = bekende functie van f% ’ q* enl



¢gt dan de voortschrijdingsrichting vast van een wereldlijn door 4?
is ter plaatse de 46)‘ =/[3>‘ (dat is de toegevoegde ‘h -richting) gegeven
3. De tweede vergelijking

e i
9.26) C‘{’Px - .C.;L.H = bekende functie van ,A , 4" en £
A
| C{ ( 2? A
kgt vervolgens de verandering van . ), vast bij een verplaatsing van ‘03
n de richting van de wereldlijn die door {(19.25) werd vastgelegd. Beide
jfergelijkingen samen gaven dus, populalr gesproken, een scort brelproces
En, waarbij men uitgaande van xb)‘ R !Zk s of de hele elementenrij af

breien ’

7 Bij de pogingen de kanoniche vergelijkingen te integreren ligt het
ocor de hand te traghten de variabelen 72)* s ?k‘ te vervangen door andere
rariabelen ?? s (? functies van ;’A 5 :g , U zodat de vergelljkingen
un vorm bewaren, In plaats van H ( P)- "i r ) zal dan in het algemeen
ren andere functie y ( J)\ R (f r ) gaan optreden en men kan proberen
gie nieuwe functie zo eenvoudig te maken dat de integratie vlot verloopt.
Naast de codrdinatenruinmte Xf}-\ der q beschouwen we nu ook de
bhasenruimte (Gibbs) /)\, van .y, k . In de )i,n z1jn de kanonische
rergelijkingen equivalent met de variatievergelijking van Hamilton.

0 Pe .
19.27) gj/eid*# = 5;’ (ﬁcgﬂ 7‘/(;6,\)?)2‘)} dd = 0.

waarbi;) de baan gevarieerd wordt 1in de Xih In de phasenruimte bepalen
de /,bh en JZ als functie van [ eveneens een kromme, de phasenbaan.Nu
zijn de kanonische vergelijkingen evenzeer gelijkwaardig met (19.27) als
men de integraal neemt langs een phasenbaan en de variatie voltrekt in
de 2h {(bi1] eveneens vaste cindpunten) Inderdaad in de )‘101 zijn 1433\
en @k onafhankelijke variabelen en men krijgt dus ( T varieert weer

niet mee)
Sf(?’/\ i~ Hipagh ‘L))”{'pf"

o - [ Y s Y s
o 14 c:fk ¢

ettt 5y

waarin de laatste t‘erm nul wordt door de grenscondlties ( X{k =0 ) en in
de eerste term 41)\ en Qk onafhankelijk gevarieerd mogen worden. Inderdaad
ts de variabele dus dan en slechts dan nul wanneer de kanonische verge-
11jkingen (19,12a) gelden,

Van ‘de nieuw in te voerer variabelen

K =% (4.9 ¥ 7«{(?
; ] fa B g )Cf} i:)
(? = CTC.) ('})J%{J)

19.29)
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pn we nu eisen dat

509 5 f (Pq" - K (Bat)|dd -

“4n gevolg is van (19.-,) en (19.29). Dat wil zeggen, indien

s WRGE P Al 067 - RI262)

I

n eisen we dat
o~ /.

5.32) b JU G

LW.2Z. dat 'g}'(?,(g,é)ﬁw voor alle krommen tussen twee willekeurlg gekozen
‘inten dezelfde alleen van de ligging dier punten afhangende waarde heeft.

par dat kan alleen wanneer "}:’/Meen volledige differentiaal, d.w.z. dat er

en functie jﬁ (9, ¢,7) pestaat zodat

5.33) o= dg_f -

¢

it gesubstitueerd in {(19.31) geeft

i by P k O n L0
bawy = Mt epded o Rad e Ridg* o o §(06,8)
ﬂn dat betekent niets anders dan dat -de transformatie der 1/ +2 variabelen
-H, by s t{’ in-R,% ; @K een contacttransformatie van de tweede

joort 13. Om de regel van §16 te kunnen gebrulken in dit geval waar
e variabele f niet verandert schrijven we in plaats van (19.34)

9.35) as +()7€ H)ou *‘f")‘{f ~dS +od7—+fkd?

£

L= O,
ol D T4 . o :
9.36) ds +pdgt = dS+ L 4G ;4 =t by = R-H
&=T,%=
:n construeren volgens de regel IT op blz. 45 een C ~trg'%nsformatie ‘Yoor
le variabelen S a& ,Q I 5 C? en wel zo dat .- =0 wordt. Ver-

ieel dus de ¢°ol en {

405 4° \
L9.37) /f;a‘) ;A =, - , Ty gg: (Y«f N 'gl=1, """ 30 ;

/P'X') ) ; m)g :’I;-{-f: .,.u.},}b

o
‘

en eonstrueer eeh furictic \f‘ van

. (Z‘"G) ﬁ»({’ ’U“t ) @bx (4{“ 3 ‘g?
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n we hebben inderdaad

X MDA s (B-H)eld -

19, 42)

femen we daarentegen ﬁ, =
/ Y/
ES /'b = — ~—l} e = -,
[9.“3) ’c A 35" 2 ( (E}V?/:(’_
en Inderdaad is dan
'v’éé,\o("z ‘5;} @ ‘}“(’/\ H)&(“fl = -

19. 1)

——
——

= 0 wordt. We schrijven

Ny
19.535) /’%A ,._f_;,_)\_ ; 7; = — ¢

en de voorwaarde voor ;\ is

19.46)

m&(/b*}"!jﬁlﬁ)

rachten we nu voor het eerste geval \,7 { Q’ f zo te krijgen
dat IZ ~inglaats van -L :Dan is voor dgzeR/fl\) ) mw::%,

Dan lulden de vergeljkingen voor de meest algemene contacttransformatie

T
Q%\/ = — o 0“%}0 =
Voo Y o_ 2
;.39) _33,?& - »—,/O‘_ ,_g’(:;‘.:g =t v"'g
A
AR ‘
v s , 'Bf’
ff, wanneer |’ onafhankelijk wordt gekozen van C?
R T Y
‘ /f)& = - .:Q,...:_I \/E e -..c.{,l{..
It °q
) Ay
: = £ (G — g b
o L= St
"o H-Y
5t
d, - -’/} )-z}" ) x =ZT+4’ . '/}L; :_.‘7) n.«~)zﬂ)~(/ :g:’-)‘ ..... N
femen we b.v. "t; = Z:—- ‘. dan ontstaat
4 Vo e ol
9. 41) by = - ?57‘ ; ;o= g;”\ ;A H %&_

L Aot 2V v ,,f(;y ..ng/abf

4(? aq

= —ol L'f:: ,q,%ﬂ{ d’(.j‘ M&‘l(&d

(T i‘i = O dan ontstaat

2 Fi v};—_,z ——
para (A
s olg”~ol (44"
&.
U_ovun v _
0 T it
=volledige differen= - -

tiaal

; Jp::j m;
e
4



of bij substitutie van (19.45)

19.47) (?ﬁ- : -/l((‘);i > 97 U

A

waarbij men moet bedenken dut,}f bij een gegeven mechanisch probleem
een gegeven functie van b, , K'gg [ is.

(19.47) is de differcntinalvergelijking van Hamilton-Jacobi. In deze
vergelijking spelen de & de rol van # onafhankelijke. parameters, er

wordt immers in de vergelijking (19.47) naar deze C?A‘helemaal niet ge-
differentieerd,

Stel dus dat we een oplossing vinden van de vergelijking ven Hamilton
Jacobl die 7 onafhankelijke integratieconstanten fgxbevat, dan gaan de
kanonische vergelijkingen door de contacttransformatie

%) , o R
19.48) /a.A=___&“ Pos- 28,
09
K
over in kanonische vergeliljkingen met Pk R q’ en 7€==O en deze verge-
lijkingen luiden dus

~
>4
19.49) 42 Lo ; 29" .0
at ot

met de oplossingen

P&(/:)\,gx',f = const,
19.50)
| (y/\”’bqu f) = const,

waaruit de A; en 7 kals functies van ¥ kunnen worden gevonden.
Men kan ook zonder gebruik te maken van de theorie der contacttrans-

formaties tot de vergelijkingen van Hamilton-.Jacobi komen., Deze tweede
methode geeft een inzicht in de meetkundige betekenis van de functie

We gaan terug naar de filmruimte. Door twee punten van de filmruimte
die voldoende dicht bij elkaar liggen gaat slechts één wereldlijn.

De integraal q,f
19.51) R i—‘—i’[/‘ o dt
%%

is dus een functie varxg;k , €, c?”en t . Nu is blijkens (19.17) bij
s
variatie

£ ) A‘- k
19.52) IR Pedg” = fy L{Z
daar de tijd constant gehouden wordt. Maar ook geldt
o
a?r ai o

19.53)

Lodat volgt



| i )
19.54) Q_@ sps 2R ey
29" 24"

£
Houden we nu /&0' s l; vast dan wordt 7\> een functie alleen van 7 en I en
we hebben

A 2R 2B k. of %
19.55 "fr— —_— o I = q
) z S 5'%7( 7 Y gy
of (zie 19.7) o
19.56) J{(/ .90 t)

af

plossing van de vergelijking van Hamilton-Jacobl. Men
'noemt ,Q opgevat als functie van Z) s g s ?’K s ' dus als tweepuntsfunctie
de eenvoudige eikonaalfunctie van het probleem, Daarentegen heet dan een
: algemene oplossing van de vergelijkingen van Hamilton-Jacobl de algemene
~eikonaal, (In de litteratuur is er geen eenheid in de naamgeving.) We
-gaan het volgende bewijzen: Iedere oplossing ?/ f kan worden gevonden
als men de eenvoudige eikonaal %(9 ¢ ) heeft. Ga uit van de vergelljking
. (19.56) waarin /‘{ een bekende functie is maar neem verder niets aan.Men
mag ter afkorting wel PK schrijven voor

en 7\> is dus een o

= wanneer /r\) een oplossing 1is,

maar volstrekt niet aannemen dat er tusam%e 7K en /OA kanonische ver-
gelijkingen bestaan, '\7
/

Is 7{ een oplossing dan bepalen —— en W een constant vectorveld

ot
in de filmruimte en dus een h —ri%tlng in elk punt. Omgekeerd bepaalt

~elke #/ -richting in een punt daa:;&& plaatsyxaarden van %%@- en -—g—-’% . Want
7

dle n-richting bepaalt een covariante vector alleen op een getalfactor
na zodat men voor ST en QZ.? vergelijkingen vindt van de vorm

?}\
119.57) 2R _w e 5 R e
Y o ; >
waarin CE) s 61 ,,,,,c% gegeven zijn en &« uit de A -vergelijking
K
19.58) ~we 2 H{e, 9%, ¢)

kan worden berekend (er zijn meerdere oplossingen: mogelijk).
Ga nu uit van de een of andere bekende oplossing R(?Kf’) van (19.56)
eén neem een punt ZK s ¢ op de x met de vergeliljking
o

19.59) R ( 9,0_ ¢ (c=bepaalde constante)
PR 2R
Daar ter plaatse hebben we dan een covariante vector ES ——B——E rakende

‘aan de X . Door CLK s T% construeren we een kromme voldoende aan de
h :
eerste kanonische differentiaalvergelijking

3 A9k dHAPE)
19.60) = =
.: 4 OP

‘waarin /'X niets is als een afkorting vear _},..:\ Het rechter 1id van (19,60)

39
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is dus een bekende functie van 4;’( en T’;.(19.60) telt dus 77 simultane
gewone dif‘f‘erent1aalvergelijkingen van de eerste orde voor met de onbe-

K
kenden ¢" . De oplossing zou bilj verplaatsing van % ’ Ié over de X

h ?
een congruentie van 9 krommen gev n door elk punt der Xh één, Voor de
hulpvariabela 4, geldt

19.61) Py . 2 R _ 2 2%
0¢ ot 3q* a?A ot
19.62) iﬁ - <K L9k

3?‘{ 9«? kﬁcg'\ a?}‘

Maar aangezien

19.63%) OR(9%, )
ot

i1

o K41 s OR
(309 )fJ;/f’a;a‘;]"z

is

2 op. DA

-

P
19.64) A - -

~

en bijgevolg (zie 19.60)
L LD NS AT S NS Q) S V. 4
at 2?'* oAt ot &7‘< 24 273'5;1“ 37,\
- ey f9f 9pcdal 2K, o
by( qt 37)‘ ot ()7’1 37)\

waaruit volgt dat nu f ) langs de krommen der congruentie precies aan de
tweede kanonische vergelijking voldoet.

19.65)

Uitgaande van de functie /L{ zijn we dus nu in de filmruimte tot één
congruentie van oOh wereldlijnen gekomen, die blijken wereldlijnen van
het mechanische prohleem te zijn dat juist die functie als Hamiltonsche
functie heeft. Dat probleem heeft in totaal G‘Oznwereldlijnen. De ge-
kozen oplossing 7{(% f/ der vergelijking van Hamilton Jacobi pikt dus
uit deze o0 & wereldlijnen er juist v@nuit. Deze ooh Jn elk elementen-
rijen en de <% -richting in elk punt is gegeven door .5-;—} B B—%— . Al deze

“A-richtingen vormen dus 4 Xh )S namelijk de Xh ﬁS met de vergelijkingen
Q(?’Sf =constant. Dus:

Iedere oplossing ?/7’5*(] van de vergelijking van Hamilton Jacobi
legt in de filmruimte de oo Xh‘s @[7{9 =constant vast en één congruen-
tie vanoo” elementenrijen waarvan de / -richtingen overal aan de Xh‘s
raken,

Langs ieder der oohwereldlijnen is

d?:%@ G(t{ + %Z—PA d?’\': nf///g?)yf/i Q/?A:O(-(/%?’UQIZ".
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waarin afkortend staat voor Eﬁﬂ' . Neem dus op één zo'n wereld-
X SN

11jn 2 punten Kq E\ (qk t qdan is

R6ORE S = [ g R o b0 0

O’O

Men kan dus iedere oplossing ’R»(q) E construeren door

1€, een niet ongeschikte ><r‘te kiezen (bij de N -rich-
ting in ieder punt moet een re€le richting van een
wereldlijn horen)

27 . de Oclwereldlijnen die door deze wereldlijnen worden
vastgelegd te construeren

3e. op de X te stellen "P\(q,k) =C0 en vervolgens te
construeren

R (Q.0)= C+ /@&d*

langs 1edere wereldlijn.

De bijzondere eikonaalfunctie voegt aan ieder stel van 2 punten een getal
toe. De algemene eikonaal voegt aan iedere combinatie van een ,!r‘en een
punt een getal toe. In beide gevallen moeten de punten of het punt en

de yﬁﬁgeschikt gekozen zijn en ziJn er soms meer oplossingen mogeliljk.
Trekt zich de ><n samen tot een punt dan gaat de algemene elkonaal over

indde bijzondere .

5320. Vectoruitgebreidheden.

Het stelsel van Z2i-m onafhankeliljke vergelijkingen
x® ; K .
20.1) (¢ N ’\z;o x::nﬂ4f\ ot

~
-

minimaal regulair in Amt < sy ; VUA:t O stelt een systeem van
covariante vectoren in ><’ voor. Dit heet een ’\( .= M -dimensionale
vectoruitgebreidheid. ZlJn de vergelijkingen horogeen in \A/,dan heet
de 52 homogeen. Een homogene L( bevat naast een element 13 Ay ook

"
alle elementen van de vorm E , & wy . Uit een homogeneﬁﬁﬁ kan men door

op continue wijze in elk punt één element uit te zoeken een niet-
homogene ﬂtrr

U

,_,maken, D1t niet eenduidig bepaalde proces heet dishomo-
genisatie. Omgekeerd kan men uit een niet homogene ac< op één en

slechts één wijze een homogene qﬂ, ,maken., Dit proces heet homogeni -
satie. Behalve door de nulvorm (@Q.l) kan een'ﬁzwjook gegeven wor-
den in parametervorm

S

20.2)

L o | ,
b) Wy “’wxml/
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minimaal regulair in Z- (T \waarin bij W*ﬁ de waarden ,éka v&>\ be-
horen. Is de . C homogeen dan kan men de parameters altin‘zo kie-
zen dat de 42 homogeen van de graad O en de VJ% homogeen van de
graad 1 in W%m‘zijn.

Is r de &\«&-rang van (26.1) (=de rang van de matrix der afge-
leiden naar \MA) dan kan (1.1) altijd vervangen worden door eén stel-

sel van de vorm

a) i’{? <§)‘ . \A,/,)‘j}yg

20.3) ) J'@::‘r---';" sots Pt I
-~ TR

b) ¥ (\;t 3 =0
De rﬁ hebben een rang ¢ t.o. van Wy en de (;Fteen rang AN-mM -1
t.o. van éM . Dus 1Is Zn.m-or 2w en dus  F > novn
(20,%b) stelt een :(u; F = vy_v41 Voor, hetnyeldgebied der ,KZWV Buiten
dit gebied zijn er ge;n elementen van @bm. + heet de dimensie van QTKM
In elk punt wvan \Kk zijn er T E = t"""" covariante vectoren, Deze
vormen in dit punt wat men een r)\ , noemt, Dus is een @z een \XW -

veld over een ,X . In de parameterQégm (20.,2) is & de rang van de ggk
ten opzichte van de w{? omdat dan en alleen dan uit (20,2a) preciesb
n -t vergelijkingen tussen de ,SK kunnen worden afgeleid.(Eliminatile
theorema.) ~
-~ Ult de aard der zaak 1s : geen invariante bi] (Jg-transformaties.
LS Uit de Fy in (20.1) kan men de volgende uitdrukkingen vormen
in alle nulpunten van (20,1) (d.z. alle waarden IEK wy ,die aan

(20.1) voldoen):

Y Xc.‘s':‘y{' ; r, «’F‘X \\ \' X
20,4) =W ‘\:v: - 2’\ voor [ = O
| X =4, 21
\.\/X})de? / F X F v \, { ’ y >
A = ‘\- bl /

~ [
X

Gaat men over tot een equivalent stelsel r =0 (basistransformatie)
dan is (basisstelling)

(FX'> xC: < F.)(, \. (n\u\ FX\
T CTCT (FU) (e B

N b

e

20,5)

X' ‘ % XY
waarin de (jy functies van % MVX zijn. Aangezien \< en 1Q alleen

maar voor elementen der ?Z gedeflnleerd zijn en voor deze F
volgt dus N

KX‘ ,CX KX XN =YL , 20
X =

v A 1 t { i kY {

Xy oy Xy X,y_—(mm),“_,,,,_, 1Y)

LK (20)

20,6)
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- - v
p
n"w,

}<X\/ , S X

heet de Poissonbivector van de '6a“en ook van (20.1). P\ =0
wanneer de (. homogeen is. Uit W en W worden de volgende inva-
rianten voor codrdinatentransformaties en basistransformaties afgeleid.

20.7)

,/X
rotatieklasse .2¢: rang van K
---------- X\

klasse K 1 X -rang van l/x K

gelljkvormigheidsklasse &

e v o - - -

: het grootste oneven getal & KK

de_index { : de vang van W', dus L =1 voor
<K#'O en [, qvoor KN.o
Indien yi.1h en t.w is de ﬁ;‘ecn gewoon vectorveld in X Dan
gaan ?4?, W en k over in de gelijkvormige invarilanten van dit veld

en is { = 1.

Het gedrag der invarianten bij (: -transformaties kan nu gemakkelljk
worden afgeleid uit (20.4) en (18.14). Men vindt dan

20.8)_
Lw -transformatie ‘ (/2 -transformatie C:B—transformatie
el PN A - N A\ - e A
'Wkd§f;:kww>dg w, ' sw, Af +d il sy A
Xy O, vy 8 Xy X
*“(K’Jvzu\_ ) K K™
M /
ny waarin:
X del /X
v oL
ML)
N | g L
N |
i
w1 B - P
\J/\ : A K kx + (-—3—2. N K'> }\
en hieruit volgt
20.8)
C: ~-transformatie C;-transformatie Cjz -transformatie
i -
K even |< oneven K even | oneven -
o . . - ’
b UK of Ko} Kof Kas | KorKar | Kot Koy K
gm. ? n? of 15\ 2¢ of 2042 .25? 2_? 2?
' k kof kaa kofk_n K
1 1 1 of O 1 of O 1
0 0 0 of 1 0 of 1 0

de van de parametervergelijkingen (20,2).

het covariante vectorveld

20.10)
Dan is

20.11)

mder

We kunnen nu ook arithmetische 1nvarianteny?aan afleiden uitgaan-

Wf‘ definiren wij



- Th

Dé votatie van het veld ’U.( is

(0 Ak -
20,12) . L = Bﬂi ;= 2{3 Mégg k’l "PL }

3
Uit het vectorveld x{.“ vormen we de gewone invarianten en dulden

deze aan met K R *.Q en E . Men kan dan bewijzen dat

K = !“f\ 4 2 (\"«“ - i'\)
20.13%) . ’
20 20+ Q(_'m-r\\,

3
e
1

- kot 2_{nw~“)

en dit zowel voor 'N2N als veoor v N, De betekenis van het nul wor-
;R

v ;X% .
den van K=, KK 7 s U,ﬂ of L .1is de volgende
: ,

“

20.14) X ~
K =0 in het dcf*mtiegubied de \\(mis homogeen (n.e.v.)
tié‘; < in de X der ‘YL en dus fl(m = O :de "ffmis een Nm
K=o IF':( FY )z 0 ingevolge(20.13)
p UCQ= O : { ¢ #i-—g ingevolge (20.8)

Uit (20.13) volgt voor m<n dat {< >2(n- m) is, daar K niet nega-
tief kan gzijn. Is dus het systeem (20.1) in involutie, d.w.z. K =1
of K = O, dan is altijd myn,

Voor m >N volgt dat [Py Y 2 {(m- n) omdat K niet negatief zijn kan.
Is dus de W een N ,d.w,z. is K =0 , dan is altijd w £ n

»

§ 21. Integrabiliteit der vectoruitgebreidheden.

Een Wm., m'c m waarvan alle elementen behoren tot een UV{ _, heet
een integraal- '7('( van deze Qf(m .

Een ’6( heet volledig integrabel voor integraal TC -~ '8 van een
klasse K'en een dimensie L , Jhmers ér-is voor elk element der T(m
tenminste eenw ’737 S van di: klasse en die dimensie bestaat, die dat
element bevat. “‘w%%

) v x
Een integraal ’B\( s Waarvoor m=z=wn en & :n isen K =1 3is
een gradientveld XM , dat aan de differentiaalvergeli jkingen

"
21,1) F tg 12’)‘{)):0', Xz, e n 20.m < N

voldoet. Het vinden van een oplossing van dit stelsel staat dus gelijk

met de bepaling van een integraal - W van de klasse 1 en de dimen-

sie wn., Het meer algemene type oplossing dat door Lie werd beschouwd

komt overeen met een integraal (DC van de klasse 1 en een dimensie N,
We gaan nu vragen stellen:

1., Voor welke waarden van m' }<1 en t' is de /vaolledig integrabel?

2. Hoe vindt men de integraal - ’JZ nSbiJ volledige integrabiliteit?

3. Bestaan er integraal - {EZ 'S van de klasse K en dimensie t ook
wanneer er geen volledige integrabiliteit is?

L, Hoe bepaalf men deze Wm‘s?
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[} D’Z
Vraag 1. We laten eerst t. vrij en bepalen de integraal - mt 'S van een
{
gegeven klasse K. Men moet dus bij (20.1) juist m-m' vergelljkin-
gen tdevoegen. Deze pepalen in de )Qﬂder parameters Wt? een ?waen in
deze )(WJbepaalt ?ﬁ;ﬂeen vectorveld dat de doorsnede 1s van het veld
; \ ’
fL(@ met de ijH‘ Dit veld moet de klasse ' K's l(W*ﬂ\)hebben.

De klasse van ngwas K - K +2(m.n). Dus is

21.2) KR (KoK amoam!)

en het komt er dus op neer dat in de :theen ><ﬂ\moet worden gecon-
strueerd die een klasseverlaging K_K't o (m-m') geeft. Anders gezegd

er moeten m-m' functies der ’qﬁ‘worden gevonden die een index
K..Kf+=1(ym,n4) ten opzichte van het veld lig)hebben. Nu herinneren we
ons de voorwaarde (8.1). Deze vertalen we:

N ——s
K s K= Ks 2 (m-n)
ﬁif)&%,\w% E-ﬂi'\j‘g— }<-—\<‘+2(h’1-m‘>.

§ s -
dan krijgen we het dntegrabiliteitstheorema der Qma“:

Een @wavan de klasse P( is dan en alleen dan volledlg Integra-
bel voor integraal :_QQF&'S van de klasse K ;indien

K éK~ éK+2(m-m‘>

) In-am ¢ K g anam'

Dat de voorwaarden noodzakelijk zijn is triviaal (dit na te gaani)
Wat nu de integraal YY;A'S betreft voor het niet integrabele geval,
het is duidelijk dat alt%éf

]

K $§¥<~+ 2 (™ —rn*>
want een doorsnijding met (ig kan wel klasseverlaging maar geen klas-
severhoging geven. Men lette er op dat de klassen in ><hq(de gestreep-
te) verlaagd worden en die welke uit de nulvergelijkingen afgeleid
zijn (de ongestreepte) dus verhoogd worden.

Gaat men nu ookéé% 45 in beschouwing nemen dan krijgt men een
aantal theorema's., Het belangrijkste hilervan luidt:

Iedere %Zhwvan de klasse \< is volledig integrabel voor inte-
graal T, .'s van de klasse K en dezelfde dimensie als "7, indien
de integrabiliteitsvoorwaarden (21.3) gelden en indien bovendien

nemm' ¢ 18 en voor een homogene ‘U7 niet tegelijk W' ¢ en min.

‘2. De bepaling der @fﬂ;'s in het integrabelgeval. Men heeft in
ge X,, der WLC’L (m-m') functies te bepalen met index (K »«\(‘)Jal(m-—m‘>
Dit kost voor K'-IK even volgens §17 de operaties

21-4) O Q... - O

K—i ? '-\zv’l‘)’ IZ..K *K‘—Q.(M~M')*l
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of anders geschreven
e
5 ) . o, '
21.5) “"}{1-7("):‘1-4()‘1 ) ("}‘.w‘(~'m'n)-‘3 > C’K +2 )+

! . .
Voor /’L -K oneven kost het wegens ¢ 7 de operaties

'f’) .
21'6) (‘"j\*i[fm*n)‘i )QK‘PQ("‘HP-M)~3 N OK‘+:{(/}’M'-/;'1>+2

en een operatie

. oy '
(”"Kui("rr.’—m) +1 voor k + 2 (0 '/h)} /
21.7) S voor > =1
Oo voor » =0

Tot nu werkten we in de X:W . Men kan dit nu terug vertalen naar
de Xyb. In het geval dat (K —K')+2%dn~mf)= I is hebben we een functie
met index 1 te bepalen. In alle andere gevallen beginnen we het proces
met de bepaling van een functie van index 2.
Beschouwen we hier nu alleen dle gevdallen en 2zijJ f (qw ) die functie,

Dan stelt
21.8) ]' (’{ ) = constant

een normaalsysteem van X.,,i-{ 's in X voor wier doorsnede met het veld

he

[/, de klasse K- heeft, Lossen we nu de I'(‘a“ op uit (20.2) en substi-

1

tueren we deze waarden in (21.8) dan ontstaat een vergelijking
) F‘f‘ « K
21.9) TCEwW) = ¢

die tezamen met (20.1) een 'A;"\L,,L.fvoorstelt van de klasse K . Men lette

er op dat de klasseverlaging in /yn,en de klasseverhoging in X,n‘cenge—
O e o

volge van één functie J(_I‘(“) resp. I (g)‘,\/‘{\) als volgt gecodrdineerd

zijn: _ -
K— K-z K-k
21.,10) K-1 K+1
K K+

Q /i~\
F kan nu ook anders worden bepaald. Aangezien J({m-f de klasse | »

7
moet hebben en we voor "\ oneven weten dat

( F[_x,) sz) o (Fxn_: FxK-'v (FX.J) # 0 (mod F)()

271.11)
X =%y —X Xp+1] - X
(FF ) o (F " F ’””) =c (mod | )
Q .
m‘oet F voor K oneven een oplossing zijn van de congruentie

21.12) (FF ) (FSFY) = otmed P F°)

V'oor K even weten we al dat



7 (FUFY) '
21.13) (FLX;; Fx‘) :, (}MLLF )
(7779

3 L) -
en dus is F' een oplossing der congruenties

FD‘; sz) o ’F?‘x-: FX,\ FO} =0 |
( ( >( ) ; @hmiFfF)
(F%FY - (F™F)=¢ |

Het is onaangenaam dat F° door congruenties wordt vastgelegd terwijl 1
door vergelijkingen bepaald werd. Het is echter altijd mogelljk de ver-
gelijkingen van de Jb“b zo te schrijven dat er voor F' vergelijkingen

in plaats van congruenties komen.

21.14)

22. Toepassing op de oplossing van stelsels differentisalvergelijkingen.

Beschouw het stelsel
X ‘;:k ey >
22.1) F* (£% dp) =0 ;mon

Neem aan dat dit stelsel in involutie is, d.w.z. alle haaksymbolen
(F,FY) zijn nul. Dan stelt

~X 7 vk
22,2) e wo)

een/JLm‘in w Voor van de klasse O als de th alle homogeen inW, zijn

en van de klasse 1 als er tenminste één niet homogeen is. Integreren

- van (22.1) wil zeggen een integraal - ;f)t,‘,umndu klasse 1 ende dimengle 0 te bepalen,
want dit is een gradiéntveld voldoende aan (22.1). In het niet homogene

geval is f( =1 en Kf =1 enm' =4, . Voor het niet homogene geval zijn
dus de operaties

- ) ). L O
22 . 3 ) ()A (im-a G O'!' C'-‘x"n' "1) ) 3 <’ i
en voor het homogene geval

22.4) kﬁcmwu)—1>&%@n«n4)~1>'"'>C%

Deze methode is in de litteratuur bekend als de tweede methode van Jacobi
- Omdat K =1 is, is de dl een.AE\ . Het kanzijn dat de dimensie van
iwgelijk i is(en men kan dit altijd bereiken,dan is A&_ een gewoon

@%adiéntveld BxF en P kan bepaald worden door een operatie (]

Bij deze laatste integratie treedt nog één 1ntegratieconstante op.

ijn F' Seseny Fn“ de functies die achtereenvolgens aan de Fr worden

soegevoegd dan is de IV, gegeven door de vergelijkingen

— X Pl PN S . Yo [
22.5) F¥oo - F™oc™ o s Flrac

H
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en hier treden dus 7i-1. integratieconstanten op. Totasl zitten er dus
Eﬂfj Julst i -M +1 integratieconstanten. Men noemt dat een volledige
oplossing. .

Gaat men nlet verder dan UAP dan stelt een volledige oplossing
een stelsel van ~>*1(r‘ '8 d.w.z.(ggyhﬁ“stellen van(mrL vectorelemen-
tgn, blj elkaar constituerende de (<! = vectorelementen van de gegeven
‘thb. Laten we nu de cond*tie tf = L vallen dan krijgen we toch.&gh’mfﬁ
maar elke hﬂb is een k) - -veld over een X . Totaal hebben we weer
de " vectorelementen der J(z . Men ncemt nu zulk een stelsel van
O “Afk s, elk van willekeurige dimensie een volledige oplossing
in de zin van Lie, Belangrijk 1s dat zulk een volledige oplossing in-
variant is bij (v -transformaties. Dat 1s een volledige oplossing in
engere zin niet, omdat de dimensie ‘"L niet invariant blijft.

Is kl =1 (niet homogeen geval) dan moet de eerst ingevoerde functie
voldoen aan

~ X
22.6) (FF)
m
is F. zulk een oplossing dan gaat men door en bepaalt een oplossing van
Fom X e\ B L
22.7) QF}F)-.:Q )\F‘F>:O

enz., Maar nu zou het kunnen zijn dat men van (22.6) toevallig meer dan

één oplossing heeft. Volgens de normale gang van de tweede methode
van Jacobl hebben we daar niets asan, we kiezen er eenvoudig een uit

en laten de andere lopen. Lie heeft nu echter een methode ontwikkeld
(de methode der functiegroepen) om van zulke meerdere oplossingen pro-
fijt te trekken en het aantal en de orde der benodigde operatiles te
verlagen,

‘ A -
23, Bepaling der integraal—'}C%U's voor k.<\k1

Dit is de derde vraag opgeworpen in‘g 21. Aan de vergelijkingen
23.1) FRCE Wy ) =00 X e, - ooz

voegen we nu de conditle toe

kffx’xl- . F{Xk'kalj

)
voor K oneven

% X, X o i
23.2) KLX’)“- o K"u 1 XK K"r-ﬂ_ oo

, .
}(i&xf, . ka},&uzl o fvoor K’ even I

Sy

L

g
le het aantal onafhankeli jke vergeligklngen in (23.1,2) gelijk ‘

LT s 21X ¢m. Dan stellen (23.1, 25 een 71% Xvoor die integraal JZ, o
van JL"lis. Iedere integraal - U4, /van de klasse van de )Z,w

1s ook integraal- }t o van &H; en omgekeerd omdata[ *:hzaé _vervat
is. Is nu n
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K< K'< h*s20mm/)

| r?’“lé./“"*
2’ € KL -md

23.3)

dan is J(%n*volledig integrabel voor intggraalt/lww 's van de klasse L</.

Dan b?paa%S men fe integraal~§§%:'s derQ);n«Sn het probleem is opgelost.

Is K S K 4\—2(“77’! ‘*’M') of is .M’ >z7’h~dan heeft j(,m.* en dus ook df"m geen

inte raal-UCLC 's van de klasse f<’. In de resterende gevallen gaat men
met“’cwd<op dezelfde wijze door en vindt ten slotte na een elndig santal

~ stappen een vectoruitgebreidheid die dezelfde integraaldzgg's van de’

klasse K/ bezit als Ot%‘en waarven vaststaat of dat zij voor dezel)éngB

volledig integrabel.is of dat zij dergelijke integraal‘yéﬂd 's niet bezit.

Voor k~>> 1 enf(i =1, #21' = K 1s dit de welbekende methode om een
systeem van I -7L partiBle differentizalvergelijkingen

a1 FXCERVY 20 L W 2 &b 5 X aanet 2

cver te voeren in een systeem in involutie. Men voegt toe de vergellj-
¥ingen

23.5) <Fx, F‘j) = O X’(f St L

Als hierdoor een systeem in involutie met /-1 < L verkregen is
stopt men. Is weliswaar nog 4.~ 10 *¢CF maar het systeem nog met in inve-
lutie dan grat men door. Tenslotte ontstaat een systeem in involutie
met een aantul vergelljkingen (ﬂ& of een systeem van | of meer* verge-
1ijkingen dat geen obplossing toelaat.



